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宇宙空間物理学では、カッパ分布・ロスコーン分布・相対論的プラズマ分布などのさまざまな形状の速度
分布関数を取り扱う。本稿では、これらの分布関数の基礎的な性質と、プラズマ粒子シミュレーションの
初期値として使うための乱数生成方法を議論する。本稿の最新版は、https://sci.nao.ac.jp/MEMBER/
zenitani/research-j.html#PIC から入手可能である。
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I. はじめに

プラズマ粒子（Particle-in-Cell; PIC）シミュレーショ
ンやハイブリッドシミュレーションなどの運動論的プラズ
マシミュレーションでは、大量の仮想粒子を使って擬似的
にプラズマの集団運動を解き進めることによって、プラズ
マ現象を詳細かつ正確に再現しようとするものである。こ
れらのシミュレーションでは、計算の最初に粒子の位置・
速度を乱数で初期化する必要がある。特に粒子の速度は、
扱う問題に応じて、さまざまな速度分布関数に従って分布
する。
多くの場合、最も自然な初期分布はマクスウェル分布で

あろう。しかし、太陽圏のさまざまな場所で高エネルギー
のべき乗成分が伸びたカッパ分布が観測されており、こう
した状況でのプラズマ不安定や波動粒子相互作用といっ
た基礎的な性質を調べることも重要である。さらに固有磁
場を持つ惑星の閉じた磁気ループ内では、磁力線に沿った
方向の速度を持つ粒子は惑星表面に向けて流出し、磁力線
垂直方向に速度を持つ粒子はミラー反射して戻ってくるた
め、水平成分の抜けたロスコーン分布を形成する。また、
高エネルギー天体周辺では、粒子の運動エネルギーが静止
質量エネルギーと比べて十分に大きくなるため、特殊相対
論効果が作用し始める。特殊相対論まで考慮した相対論的
速度分布関数は、その標準的な表式すら議論の対象となる。
このようなさまざまなタイプの分布関数を乱数で生成する
には、相応の工夫が必要である。プラズマ粒子シミュレー
ションの定番教科書では、多くの場合、マクスウェル分布
の生成方法を紹介しているが、他の非マクスウェル分布の
生成方法については触れていないことが多い。本稿は、宇
宙空間物理学で使われる速度分布関数を網羅的に紹介し、
それらの分布を乱数生成する方法を紹介する。

II. 乱数の基本

計算機上で生成できる（擬似）乱数は、一様乱数とい
う形で生成される。伏見 [90]の解説書や佐竹ら [86]の記
事でも解説されているように、性質の良い一様乱数を生
成する方法自体が大きな研究トピックである。しかし現
在では、各プログラミング言語・数値計算ライブラリに、
Mersenne–Twister法や PCG法といった高性能の数値解
法を使った一様乱数生成ルーチンが提供されている。本稿

では、性質の優れた一様乱数（・正規乱数）を生成できる
ことを前提にして、議論を進める。
まず、任意の分布関数に応用できる、基本的な乱数生成

方法を紹介する。

A. 逆変換法

ある変数 x に対する分布関数が関数 f(x) で与えられ
るとする。これに対応する累積分布関数（cumulative dis-
tribution function; CDF）は

F (x) =

∫ x

−∞ f(s)ds∫∞
−∞ f(s)ds

(1)

で与えられる。積分区間は x の定義域に応じて調整する。
例えば x ∈ [0,∞]であれば、起点を 0にすれば良い。CDF
は 0から出発して 1に収束する単調増加関数である。f(x)
に従って分布する乱数 x を得るには、U ∈ [0, 1] の範囲で
一様乱数 U を生成したのち、

U = F (x) (2)

とおいて、xと U を対応させれば良い。累積分布関数 F (x)
の逆関数 F−1(x) を使うと

∴ x← F−1(U) (3)

のようにして、乱数 U から x を得ることができる。ただ、
多くの場合、F−1(x) はシンプルな関数で表すことができ
ない。その場合は、CDF が単調増加関数であることを利
用して、CDF の数値テーブルを事前に作っておく。そし
て、適宜、線形補完と組み合わせて、テーブルを逆引きす
れば、F−1(x) の値をある程度の精度で出すことができる。
よりよく理解するため、具体例を示そう。例えば、指数

分布
f(x) = exp (−x) (x ≥ 0) (4)

に従う乱数 x を生成することを考える。(4) 式を図 1(a)
に黒線で示す。以降、簡単のため、本節では議論を x ≥ 0
に限定する。指数分布の累積分布関数は

F (x) = 1− exp (−x) (5)

であるから、これを一様乱数 U と釣り合わせて
x = − log (1− U) (6)

を得る。なお、U は ∈ [0, 1] で定義された乱数なので
x = − logU (7)

としても等価である。実際には、利用環境の一様乱数の定
義域に応じて、(6) 式あるいは (7) 式を使い分ける必要が
ある。例えば、CPU 用の一様乱数生成ルーチンでは、U
は [0, 1) の区間（0 ≤ U < 1）で生成される。この場合、
ごく稀に U がゼロになることがあるから、(6) 式を採用し
て log 0の計算を避けると良い。一方、GPU用の cuRAND,
hipRAND ライブラリは、(0, 1] の区間（0 < U ≤ 1）で一
様乱数を生成する。この場合は、1−U がゼロになりうる
(6) 式を避けて (7) 式を採用すべきであろう。
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FIG. 1. (a) 指数分布（黒線）と指数乱数の生成結果（青色のヒストグラム）。(b) 指数分布の累積分布関数。

B. 棄却法

ターゲットとなる確率密度関数 f(x) を定数倍すること
で上から覆うことができる確率密度関数 g(x) に従う乱数
を容易に生成できる場合、まずは g(x) に従う乱数を生成
したのち、f(x) に合うよう確率的に間引いて調整する手
法を棄却法という。棄却法の概念図を図 2 に示す。まず、
乱数生成しやすい形のサンプル分布 c · g(x)（図 2 破線）
を考える。c · g(x) と書いた意図は、∫ g(x)dx = 1 を満た
す確率密度分布に一定の定数 c (> 1) が掛かっているこ
とを示すためである。サンプル分布の値 c · g(x) は、ター
ゲット分布 f(x)（図 2 実線）よりも大きな値でなければ
ならない。まず、何らかの方法でサンプル分布に従う乱数
を生成する。次に、一様乱数 U（∼ U(0, 1)）を使って

U <
f(x)

c · g(x)
(8)

の採択条件を満たすときに粒子データを採択すれば、f(x)
に従う粒子分布を得ることができる。条件を満たさないと
きはデータを捨てて計算を最初からやり直す。
定数 c は特に理由がない限り

c = max

(
f(x)

g(x)

)
(9)

とおいてやれば良い。粒子の採択効率は

eff =

∫
f(x)dx∫

c · g(x)dx
=

∫
f(x)dx

c
{∫

g(x)dx
} =

1

c
(10)

となる。c は (9) 式よりも大きな値を使っても採択効率が
悪くなるだけなので、極力 (9) 式の値を使うべきである。
cを小さくできるサンプル分布を選んで高い採択効率を保
つことが、良い棄却法を設計するための大事な要素である。

C. 合成法

分布関数 F (x) が、複数の分布関数 fi(x) の重ね合わせ

F (x) =

k∑
i=1

πifi(x) (11)
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FIG. 2. 棄却法の例。サンプル関数（破線）とターゲット関数
（実線）。

の形で表される状況を考える。ここで i, k は整数、πi は

0 < πi < 1,

k∑
i=1

πi = 1, (12)

を満たす確率値であり、fi(x) はそれぞれが

fi(x) ≥ 0,

∫
fi(x)dx = 0, (13)

を満たす。
このような F (x) を乱数生成する場合、まず、一様乱数

U1 ∼ U(0, 1) を使って、i = 1 · · · k に対して処理を割り振
る。例えば、

• U1 < π1 のとき i = 1

• π2 ≤ U1 < π1 + π2 のとき i = 2

•
∑j−1

i=1 πi ≤ U1 <
∑j

i=1 πi のとき i = j

• · · ·

•
∑k−1

i=1 πi ≤ U1 < 1 のとき i = k
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のようにして処理を割り振れば良い。
次に iの値に応じて、それぞれの分布関数 fi(x) を何ら

かの方法（II A章や II B章の方法など）で乱数生成する。
このとき、U1/p1, (U1− p1)/p2, · · · などを新たな一様乱数
として再利用すれば、全体の乱数の使用個数を 1つ減らす
ことができる。

D. 区間分割法

0 1 2 3
x

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

f(x
)

Target
Left envelope
Right envelope

FIG. 3. 区間分割法の例。ターゲット分布（実線; (14)式）およ
び左エンベロープ分布（破線; (15)式）、右エンベロープ分布（破
線; (16)式）。

区間分割法は、変数 x の定義域を複数の区間に分けて、
それぞれの区間で乱数生成処理を行う方法である。特に棄
却法のエンベロープ関数を設計するときに有用である。以
下、具体的な例を使って説明する。

f(x) =
1√
πx

e−x (0 < x) (14)

で定義される分布を考えて、この分布に従う乱数を棄却法
で生成することを考える。この分布関数を図 3 の黒線で
示す。x の区間を 0 < x ≤ 1, 1, x の左右２区間に分けて、
区間ごとに以下のエンベロープ関数を用意する。

gL(x) =
1√
πx

(0 < x ≤ 1) (15)

gR(x) =
1√
π
e−x (1 < x) (16)

この左右のエンベロープ関数を図 3 の破線および点線で
示す。これらを 1つの関数にまとめて

g(x) = I(0,1)gL(x) + I(1,∞)gR(x) (17)

と表しても良い。I(a,b) は区間 (a, b) で 1, それ以外の区間
で 0 を返す指示関数（indicator function）である。
棄却法のためのサンプリング分布を生成するためには、

左右のエンベロープ関数が作る面積

SL =

∫ 1

0

gL(x)dx, SR =

∫ ∞

1

gR(x)dx (18)

を考えて

πL =
SL

SL + SR
, πR =

SR

SL + SR
(19)

の確率で、それぞれの区間に処理を分配する必要がある。
具体的には、一様乱数 U1 ∼ U(0, 1) を使って

• U1 < πL のときは左側区間の処理

• そうでなければ、右側区間の処理

を実行すれば良いだろう。前者の場合は U1/πL、後者の
場合は (U1− πL)/πR を一様乱数と見做して、後の処理に
再利用することができる。実際には、x の区間を 2区間に
分割する必要はなく、何区間に分割しても良い。上記のロ
ジックは II C 章の合成法のものと同じである。このこと
は (17)式を

g(x) = (SL + SR)

{
πL

(
I(0,1)

gL(x)

SL

)
+ πR

(
I(1,∞)

gR(x)

SR

)}
(20)

の形に書き換えて (· · · ) 部を独立の分布関数と見做すと、
{· · · }部分が (11)式の形式になることからも明らかである。
この場合は、然るべき方法でサンプリング分布を生成し

た後、一様乱数 X ∼ U(0, 1) を使って以下の採択条件

X <
f(x)

gL(x)
= e−x (0 < x ≤ 1) (21)

X <
f(x)

gR(x)
=

1√
x

(1 < x) (22)

の棄却法を考えれば、(14) 式のターゲット分布を得るこ
とができる。

III. 基本統計分布

本稿では、プラズマの速度分布関数を議論する際に、正
規分布やガンマ分布などの統計学の基本分布を頻繁に利用
する。そこで、これらの基本分布の性質を簡単に紹介する。

A. 指数分布

指数分布は 0 ≤ x <∞ の区間で、以下のように定義さ
れる。

Exp(x;λ) =
1

λ
exp

(
−x

λ

)
(23)∫ ∞

0

Exp(x;λ) dx = 1 (24)

λ は x 方向の特性長である。指数分布に従う乱数は、一
様乱数 U ∈ (0, 1]（0 < U ≤ 1）を使って、逆変換法で
−λ logU とすれば求めることができる。
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B. 正規分布

正規分布は、統計学で最も重要な分布の１つである。１
次元正規分布は平均値を µ、分散を σ2 として

N (x;µ, σ2) =
1√
2πσ

exp

(
−1

2

(x− µ)2

σ2

)
∫ +∞

−∞
N (x;µ, σ2) dx = 1 (25)

と表される。µ = 0, σ2 = 1 のケースを標準正規分布と
呼ぶ。
正規乱数を生成するためには、さまざまな方法がある。

多くの場合、プログラミング言語や数値計算ライブラリに
付属する正規乱数生成ルーチンをそのまま使えば良い。内
部では Ziggurat 法などの高速アルゴリズムが使われてい
るはずである。自前で実装したい場合には、アルゴリズム
が簡単な Box–Muller 法を覚えておくと良い。[11] Box–
Muller 法は２つの独立した一様乱数 U1, U2 ∼ U(0, 1) を
使って

R1 =
√
−2 lnU1 sin(2πU2) (26)

R2 =
√
−2 lnU1 cos(2πU2) (27)

の手順で２つの標準正規乱数 R1 ∼ N (0, 1), R2 ∼ N (0, 1)
を生成する。以下、これを検証する。(26), (27)式からは
以下の関係が得られる。

U1 = exp

(
−R2

1 +R2
2

2

)
(28)

これを使って、行列のヤコビアン J を計算すると以下の
ようになる。

J(R1, R2) =

∣∣∣∣ ∂(U1, U2)

∂(R1, R2)

∣∣∣∣ =
(∣∣∣∣∣∂R1

∂U1

∂R1

∂U2
∂R2

∂U1

∂R2

∂U2

∣∣∣∣∣
)−1

=

(
π

U1 lnU1

∣∣∣∣R1 R2

R2 −R1

∣∣∣∣)−1

=
U1

2π
=

1

2π
exp

(
−1

2

(
R2

1 +R2
2

))
(29)

一様分布に従う２つの変数 u1, u2 ∈ (0, 1) の同時確率密度
関数は

fU1,U2
(u1, u2) = 1× 1 = 1 (30)

であるが、(29), (30) 式を使って、変換後の変数 r1, r2 に
対する同時確率密度関数を計算すると、以下のように 2つ
の正規分布の積になる。
fR1,R2

(r1, r2) = fU1,U2
(u1, u2)× |J(r1, r2)|

=

{
1√
2π

exp

(
−r21

2

)}
×
{

1√
2π

exp

(
−r22

2

)}
(31)

このことは、Box–Muller の手順で独立した 2つの正規乱
数が得られることを意味している。

平均 µ や分散 σ2 を反映させるには、
µ+ σR1 (32)

のようにするだけである。また、多くのプログラミング言
語では、一様乱数の定義域は [0, 1) である。粒子数が多い
場合は、U = 0 が現れて ln 0 がエラーを返すため、例えば
U = 1− U と置き変えてゼロを避ける工夫も必要である。
なお、モンテカルロ計算の草創期には、12個の一様乱

数を使って

X ←

(
12∑
i=1

Ui

)
− 6 (33)

とする近似法も使われていた。[90] この分布は中心極限定
理に従って、個数 nを増やすほど正規分布に近づいてい
く。また、得られる分布の分散 n/12 を考慮して結果を補
正する必要があるが、n = 12 のときは補正の必要がなく
都合が良かったわけである。教育的には面白い方法である
が、乱数の使用個数が多く計算も遅いため、この手法を使
う必要性はないだろう。

C. ガンマ分布

次にガンマ分布の基本的な性質を紹介する。ガンマ分布
は 0 ≤ x <∞ の範囲で、x のべき乗と減衰する指数関数
の積を使って

Ga(x; k, λ) =
xk−1e−x/λ

Γ(k)λk
(34)∫ ∞

0

Ga(x; k, λ) dx = 1 (35)

と定義されている。ここで

Γ(x) =

∫ ∞

0

sx−1e−sds (36)

はガンマ関数であり、２つのパラメーター k, λ をそれぞ
れ形状パラメーター（shape parameter）k、スケールパラ
メーター（scale parameter）λ と呼ぶ。スケールパラメー
ターの逆数 β = 1/λ を使って、ガンマ分布を

Ga(x;α, β) =
xα−1βα

Γ(α)
e−βx (37)

と定義する流儀もあるので違いに注意する。例えば文献
[29] はこの流儀を採用している。
形状パラメーター k が重要パラメーターであることは、

それが (34) 式の「べき」指数に入っていることからも明
らかである。スケールパラメーターを λ = 1 に固定して、
k を変えたガンマ分布を図 4 に示した。ピーク位置など、
分布の形状が変わっていく傾向がわかるだろう。ガンマ分
布は 0 < k < 1 のとき、正の無限大 Ga(x)→∞（x = 0）
から出発して、x→∞ の無限遠でゼロ（Ga(x)→ 0）に
至るまで単調減少する。k = 1 のガンマ分布は指数分布
（III A章）と等価である。

Ga(x; 1, λ) = Exp(x;λ) =
1

λ
exp

(x
λ

)
(38)
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FIG. 4. 形状パラメーター k = 0.5, 2.0, 4.0 のガンマ分布。

1 < k のとき、ガンマ分布は原点ゼロ（Ga(0) = 0）から
増加して、

xm = λ(k − 1) (39)

でピーク（最頻値; mode）に到達した後、再びゼロに向
かって減少していく。この最頻値 xm は ∂xGa(x) = 0 か
ら容易に求めることができる。
次に、ガンマ分布に従うガンマ乱数を生成することを

考えよう。多くのプログラミング言語や数学ライブラリに
は、ガンマ乱数を生成するサブルーチンが用意されている
はずである。これらのサブルーチンを使っても良いし、移
植性を高めるために自分でコードを書いても良いだろう。
本稿では後者の目的のために、ガンマ乱数生成法を概略す
る。[16, 29, 35, 91]
形状パラメーター k が自然数の場合のガンマ分布は、

アーラン（Erlang）分布とも呼ばれる。ガンマ分布に従う
乱数 XGa(k,λ) は一様乱数 Ui ∼ U(0, 1) を k 個用いて

XGa(k,λ) = −λ
k∑

i=1

(
logUi

)
= −λ log

k∏
i=1

Ui (40)

とすれば生成することができる。特に k = 1 のときは、指
数乱数そのものだから、

XGa(k,1) = − logU1 (41)

だけで良い。III A 章で触れたように、log 0 の計算を避け
るため、Ui = 1 − Ui と定義し直すテクニックも有効で
ある。

k = 1/2, 3/2, 5/2 · · · が半整数の場合は、ガンマ分布は
自由度 ν = 2k のカイ二乗分布を λ/2 倍したものに一致す
る。すぐ後の III F章でも触れるが、カイ二乗分布は、独
立した正規乱数 ni ∼ N (0, 1) を ν 個足し合わせたもので

XGa(k,λ) =
λ

2
Xχ2

ν
=

λ

2

ν∑
i=1

n2
i (42)

とすれば生成することができる。これは、一様乱数と正規
乱数を組み合わせた

XGa(k,λ) = λ

− log

⌊k⌋∏
i=1

Ui +
n2
1

2

 , (43)

と等価である。ここで、⌊k⌋ は k を越えない最大の整数
（floor関数）である。

k が整数・半整数でない場合は、さまざまな棄却法が使
われる。前述のように、k = 1 を境に関数の形状が変わる
ため、それにあわせて違う種類のアルゴリズムが提案され
ている。
0 < k < 1の場合は、Ahrens & Dieter [5], Best [10]など

の棄却法が有名である。興味のある方は、Luengo [35], 谷
崎 [89] などの解説を参照してほしい。実装の参考にする
ため、Ahrens & Dieter [5]のガンマ分布生成法の手順を
表 I(a) に掲載した。理解を助けるため、変数の一部を改
変している。この棄却法の採択効率は k の関数で

effAD(k) =
eΓ(k + 1)

e+ k
≳ 0.719 (44)

である。[5, 89] e はオイラー数 e = 2.718 . . . である。多
くの数学ライブラリは、Ahrens & Dieter [5] を最適化し
た Best [10] などの方法を採用している。しかし筆者は、
自身のベンチマーク結果 [80] を踏まえて次の２つの方法
をお薦めする。
1つめは、Devroye [16] の教科書（Chap. VII, Sec. 2.6,

p.303）の方法で、ガンマ分布を exponential power 分布に
対応させて棄却法を構築している。Python の数値計算ラ
イブラリ NumPy がこの方法を採用している。[9] 査読誌で
はなく教科書の片隅に載っているこの方法を探し出して、
実装した NumPy 開発者のサーベイ能力には驚くばかりで
ある。2つめは筆者が最近提案した方法である。[80] ガン
マ分布の (34) 式を

Ga(x; k, 1) =
1

Γ(k + 1)
×
[(

1− e−x

x

)1−k ]
×
{
k
(
1− e−x

)k−1
e−x

}
(45)

と書き換えると、右辺の [· · · ] 部を採択確率、{· · · } 部をエ
ンベロープ分布（一般化指数分布）とする棄却法を構築す
ることができる。アルゴリズムの最終形を表 I(b,c) に示
す。Devroye [16]法・Zenitani [80]法の採択率はいずれも

eff(k) = Γ(k + 1) < 1 (46)

である。図 5 左に、0 < k < 1 のときの Ahrens & Dieter
[5]法の採択率（青; (44)式）、Best [10]法の採択率（緑）、
Devroye [16], Zenitani [80] 法の採択率（赤; (46)式）を示
した。
任意の k > 1に対しては、Marsaglia & Tsang [36] の

棄却法がよく使われている。簡単のため、本節ではMT法
と略して呼ぶ。MT法の手順概略を表 II に示す。その詳
細については、原論文 [36] あるいは最近の教科書 [29, 91]
を参考にしてほしい。棄却法の採択効率は、四辻 [91] の
3.308 式によると

effMT(k) =
ek−1/3Γ(k)√

2π(k − 1
3 )

k−1/2
≳ 0.95 (47)

となる。これを図 5右に示す。左側の 0 < k < 1と比べて
も非常に効率が良いことがわかる。MT法は「Numerical
Recipes[49]」や、他の多くのモンテカルロ法の教科書 [29,
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FIG. 5. (a) 0 < k < 1 および (b) 1 < k の場合のガンマ乱数生成法の採択効率。

TABLE I. 0 < k < 1 のガンマ乱数生成法
(a) Ahrens & Dieter [5] 法
p1 ←

e

e+ k
, p2 ←

k

e+ k
repeat

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
if U1 < p1 then

x← (U1/p1)
1/k

if U2 < e−x, break

else

x← 1− log

(
1− U1

p2

)
if U2 < xk−1, break

endif

end repeat

return λx

(b) Zenitani [80] 法 - 基本形 (Algorithm 1)

repeat

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
b← U

1/k
1 , x← − log(1− b)

if U
1/(1−k)
2 x ≤ b return λx

end repeat

(c) Zenitani [80] 法 - 高速化版 (Algorithm 2)

repeat

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
b← U

1/k
1 , x← − log(1− b)

if U2(4 + (1− k)x) ≤ (4 + (k − 1)x) return λx

if U2(4 + (2− k)x) ≤ (4 + kx) then

if U
1/(1−k)
2 x ≤ b return λx

end repeat

91] で取り上げられている。なお、Numerical Recipes 日
本語版（1993年）[48]は、Numerical Recipesの初版（1986
年）と第 2版（1992年）の一部をベースにしているため、
2000年の MT法には触れていない。残念ながら、本稿執
筆時点では第 3版の日本語版の企画はないようである。

TABLE II. 1 < k のガンマ乱数生成法
Marsaglia & Tsang [36] 法
d← k − 1/3, c← 1/

√
9d

repeat

generate u ∼ U(0, 1)
repeat

generate x ∼ N (0, 1)

v ← 1 + cx

until v > 0

v ← v3

until 1− 0.0331x4 > u or

0.5x2 + d− dv + d log v ≥ log u

return λdv

ガンマ分布の累積分布関数 CDF(x) は

CDF(x; k, λ) =

∫ x

0

Ga(t; k, λ)dt =
γ(k, x/λ)

Γ(k)
(48)

となる。この γ(k, x) は第 1 種不完全ガンマ関数（lower
incomplete gamma function）である。

γ(k, x) ≡
∫ x

0

tk−1 e−tdt (49)

さらに、これと対になるのが第2種不完全ガンマ関数（upper
incomplete gamma function）である。本稿では後で利用
する。

Γ̄(k, x) ≡
∫ ∞

x

tk−1 e−tdt = Γ(k)− γ(k, x) (50)

数値計算ライブラリには、不完全ガンマ関数か、あるいは、
不完全ガンマ関数をΓ(x)で規格化した「正則化された不完
全ガンマ関数」（regularized incomplete gamma function）
が収録されていることが多い。利用する際には規格化の有
無に注意する。



8

D. ベータ分布

ベータ分布は 0 ≤ x ≤ 1 の範囲で

Beta(x;α, β) =
1

B(α, β)
xα−1 (1− x)

β−1
(51)∫ 1

0

Beta(x;α, β) dx = 1 (52)

のように定義される。α, β は２つの形状パラメーターで

B(α, β) ≡
∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx (53)

はベータ関数である。
ベータ分布 Beta(x;α, β) に従う乱数は、ガンマ乱数を

２つ用意して

XBeta(α,β) =
XGa(α,δ)

XGa(α,δ) +XGa(β,δ)
(54)

とすれば求めることができる。[29, 91] 右辺の分子と分母
左側の XGa(α,δ) は同じものである。また、２つのガンマ
乱数のスケールファクター δ は、両者で同じものを使う
限り、任意の δ > 0 を選択して良い。
ベータ分布の累積分布関数は、不完全ベータ関数（ただ

し 0 ≤ x ≤ 1）

B(x;α, β) ≡
∫ x

0

tα−1(1− t)β−1dt (55)

をベータ関数で規格化したもので、正則化された不完全
ベータ関数（Regularized incomplete beta function）と呼
ばれる。

Ix(α, β) ≡
B(x;α, β)

B(α, β)
=

∫ x

0

Beta(t;α, β) dt (56)

正則化不完全ベータ関数は、Python では SciPyの特殊関
数モジュール（scipy.special.betainc）に収録されて
いる。

E. ベータプライム分布

ベータプライム分布は、

B′(x;α, β) =
1

B(α, β)
xα−1 (1 + x)

−(α+β)

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
(1 + x)

−(α+β)
xα−1.

(57)∫ ∞

0

B′(x;α, β) dx = 1 (58)

で定義される統計学の基本分布の１つである。ベータプラ
イム分布は、ベータ分布との対比で第２種ベータ分布と呼
ぶこともある。また、パラメーターを変換し直すと F 分

布とも一致する。ベータプライム分布に従う乱数 XB′(α,β)

を得るためには、ガンマ乱数を２つ用意して、以下のよう
に割り算する。

XB′(α,β) =
XGa(α,δ)

XGa(β,δ)
(59)

(59) 式の中のスケールファクター δ は分子・分母で同じ
ものを使う限り、任意の δ > 0 を選択して良い。証明は
文献 [76] の Appendix B を参照。
速度分布関数を議論する場合には、ベータプライム分布

に形状パラメーター p, スケールパラメーター q を追加し
た一般化ベータプライム分布を使うと便利である。これと
区別するために、(57) 式の分布を標準ベータプライム分
布と呼ぶ。

B′(x;α, β, p, q) =
p

qB(α, β)

(
x

q

)αp−1(
1 +

(
x

q

)p)−(α+β)

=
pΓ(α+ β)

qαpΓ(α)Γ(β)

(
1 +

(
x

q

)p)−(α+β)

xαp−1.

(60)∫ ∞

0

B′(x;α, β, p, q) dx = 1 (61)

一般化ベータプライム分布の x を
x′ ≡ (x/q)p (62)

とおきかえると、変換則 (dx′/x′) = p(dx/x) を使って
B′(x′;α, β) = B′(x′;α, β, 1, 1)

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
(1 + x′)

−(α+β)
(x′)α−1. (63)

となり、x′ が標準ベータプライム分布に従うことがわか
る。(59) 式と (62) 式から

XB′(α,β,p,q) = q
(
XB′(α,β)

)1/p
= q

(
XGa(α,δ)

XGa(β,δ)

)1/p

(64)

とすれば、一般化ベータプライム分布に従う乱数を得るこ
とができる。[76]
ベータプライム分布の累積分布関数は、正則化不完全

ベータ関数を用いて

I x
1+x

(α, β) =
B
(

x
1+x ;α, β

)
B(α, β)

(65)

となる。

F. カイ二乗分布

自由度 ν のカイ二乗分布は

χ2 (x; ν) =
xν/2−1e−x/2

Γ(ν/2)2ν/2
(66)



9

と表される。ν が整数のとき、ν 個の独立した正規乱数
ni ∼ N (0, 1)の二乗を足し合わせて生成することができる。

Xχ2(ν) =

ν∑
i=1

n2
i (67)

これをガンマ分布（(34)式）と見比べると

χ2 (x; ν) = Ga(x; ν/2, 2) (68)

に対応することがわかるだろう。

G. t分布

スチューデントの t分布は、x ∈ [−∞,∞] の範囲で以
下のように定義される。t 検定などで利用される基本分布
の１つである。

St(x; ν, σ) =
1√
νπσ

Γ[(ν + 1)/2]

Γ(ν/2)

(
1 +

1

ν

x2

σ2

)− (ν+1)
2

(69)

ν は自由度、σ はスケールパラメーターである。DLMF
[45] 公式 5.11.12 と指数関数の公式

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)−n

= exp(−x) (70)

から、t分布は ν →∞ の極限で正規分布に収束すること
がわかる。

lim
ν→∞

St(x; ν, σ) = lim
ν→∞

√
ν/2√
νπσ

exp

(
− (ν + 1)

2ν

x2

σ2

)
=

1√
2πσ

exp

(
−1

2

x2

σ2

)
(71)

t分布に従う乱数 Xt は、正規分布（N ∼ N (0, 1)）と、
自由度 ν のカイ二乗分布 Xχ2(ν) ∼ χ2

ν を組み合わせて生
成することができる。[26, 29] なお後半は、カイ二乗分布
とガンマ分布との関係を使って書き換えている。

Xt(ν,σ) = σ
N√

Xχ2(ν)/ν
=
√
νσ2

N√
XΓ(ν/2,2)

(72)

他には Bailey [8]法が知られている。Bailey [8]法では、
２つの一様乱数 U1, U2 ∼ U(0, 1) を用いて

Xt(ν,σ) ← σ

√
ν
(
U

−2/ν
1 − 1

)
cos(2πU2) (73)

あるいは

Xt(ν,σ) ← σ

√
ν
{
(1− U1)

−2/ν − 1
}
cos(2πU2) (74)

とする。U1 ∈ [0, 1) である場合は、後者の (74) 式を使う
方が安全だろう。

なお t分布の多次元版を多変量 t分布といい、以下のよ
うに表す。

St(x; ν, σ, p) =
1

(νπσ2)p/2
Γ[(ν + p)/2]

Γ(ν/2)

(
1 +

1

ν

x2

σ2

)− (ν+p)
2

(75)

pは次元数である。物理的に重要なのは３次元の p = 3 の
場合だろう。多変量 t分布に従う乱数は、(72)式をそのま
ま p 次元に拡張して、多変量正規分布（(N1, · · · , Np) ∼
Np(0, 1)）と、自由度 νのカイ二乗分布 Xχ2(ν) ∼ χ2

ν の組
み合わせで生成することができる。[26, 29]

Xt(ν,σ),i = σ
Ni√

Xχ2(ν)/ν
=
√
νσ2

Ni√
XΓ(ν/2,2)

(76)

ここで、添字の i = 1, · · · , p は i 番目の成分を表す。

IV. 球面展開

あるベクトルを 3次元方向にランダムに割り当てること
を考える。図 6 のように半径 r, ピッチ角 α, 回転角 φ の
極座標系を考える。ベクトルが特定方向に向く確率はその
方向の面積要素 dS の面積に比例する。

S =

∫
dS =

∫ 2π

0

∫ π

0

r2 sinαdαdφ (77)

ここで µ = cosα とおくと、dµ = − sinαdα より

S = r2
∫ 2π

0

∫ 1

−1

dµ dφ (78)

となり、総面積Sが µの変化にそのまま比例することがわか
る。言い換えると µは区間 [−1, 1]に一様に分布しているわ
けだから、一様乱数 U1 ∈ (0, 1)を使って、µ = 2U1−1と表
すことができる。そして、

√
v2y + v2z =

√
sin2 α =

√
1− µ2

で、vy, vz のなす角度、言い換えれば経度角 φ はもう１
つの一様乱数 U2 を使って決めてやれば良い。これらをま
とめると、大きさ V の 3次元ベクトルの向きをランダム
に散乱したときのベクトル３成分は、一様乱数 U1, U2 を
使って以下のように与えられることがわかる。


vx = (2U1 − 1)V

vy = 2
√
U1(1− U1)V cos(2πU2)

vz = 2
√
U1(1− U1)V sin(2πU2)

(79)
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<latexit sha1_base64="ItXlJcIR2VK4uHGIu+oFzcik5pQ="></latexit>vx

<latexit sha1_base64="5XE9l2MlsP2C7uuJpE00bkyu0Qo="></latexit>vy
<latexit sha1_base64="85jRdUPqaVWXijy9t68M+qJkFDw="></latexit>vz

<latexit sha1_base64="g6JXp3uoqfC6/3j5g9M2Jya1faY="></latexit>r

FIG. 6. 半径 r, ピッチ角 α, 回転角 φ の極座標系。カルテシア
ンの速度３成分を vx, vy, vz で示す。

V. マクスウェル分布

A. 標準解法

マクスウェル分布は多変量の正規分布である。

fM(v)d3v = NM

( 1

πθ2

) 3
2

exp
(
− v2

θ2

)
d3v (80)

= NM
e−v2

x/θ
2

√
πθ2

· e
−v2

y/θ
2

√
πθ2

· e
−v2

z/θ
2

√
πθ2

dvxdvydvz

(81)

ここで NM はマクスウェル分布の数密度、θ は最頻速度
である。それぞれの成分は独立した正規分布で、分散は

σ2 =
1

2
θ2 (82)

となる。我々は、この θ をマクスウェル分布の熱速度と
定義する。この場合、プラズマ温度は TM = (1/2)mθ2 と
なる。一方、vT = σ = (1/

√
2)θ を熱速度と定義する流派

もあるため、文脈に注意する。
マクスウェル分布に従う速度分布を乱数生成するために

は、３つの正規乱数 n1, n2, n3 を使って
vx = σn1, vy = σn2, vz = σn3, (83)

としてやればよい。III B 章で議論したように、正規乱数
は Box–Muller 法 [11] やその他の方法を使って生成する
ことができる。[16, 29, 91]

B. ガンマ乱数法

後の議論のために
d3v → 4πv2dv (84)

として、マクスウェル分布の極座標形を考える。

fM(v)dv = 4πNM

( 1

πθ2

) 3
2

exp
(
− v2

θ2

)
v2dv (85)

新しい変数

x ≡ v2

θ2
, (86)

を使って式変形すると、III C 章で述べたガンマ分布 Ga
を得る。

fM(x)dx =
2NM√

π
x1/2e−xdx = NMGa

(
x;

3

2
, 1

)
dx

(87)

そこで、ガンマ乱数 XGa(3/2,2) を使って xの分布を得て
から

v = θ
√
XGa(3/2,1) = σ

√
XGa(3/2,2). (88)

とすれば v の分布を得ることができる。最後に X1, X2 ∼
U(0, 1)の２つの一様乱数を使って、v ベクトルをランダ
ムな方向にばら撒く。IV 章の (79) 式の議論から

vx = v (2X1 − 1)

vy = 2v
√
X1(1−X1) cos(2πX2)

vz = 2v
√
X1(1−X1) sin(2πX2)

(89)

とすれば良いことがわかる。実は、形状パラメーター k =
3/2 のガンマ分布は、自由度 3 のカイ二乗分布に相当す
る。マクスウェル分布が３成分の独立した正規分布であっ
たから、各成分の二乗を足し合わせた v2 が自由度 3 のカ
イ二乗分布に従うことは理にかなっている。
ガンマ分布を使うと、マクスウェル分布の他の統計量も

容易に計算することができる。例えば、エネルギー密度を

E =

∫
fM(x)

(
1

2
mv2

)
dx =

∫
NMmθ2√

π
x3/2e−xdx

(90)

=
1

2
NMmθ2

Γ(5/2)

Γ(3/2)

∫
Ga

(
x;

5

2
, 1

)
dx =

3

4
NMmθ2

(91)

のようにして求めることができる。

C. 近似マクスウェル分布生成法

最近、Umeda [64] は、マクスウェル分布の 1次元分布
（(85)式; 温度の規格化の都合で θ =

√
2 に相当）の累積

分布関数（CDF）を∫ v

0
fM(v)dv∫∞

0
fM(v)dv

= erf

(
v√
2

)
−
√

2

π
v exp

(
−v2

2

)
(92)

≈
{
1− exp

(
− av2 + bv4

1 + cv2 + dv4

)}3/2

(93)

のように近似して、フィッティング係数 (a, b, c, d) =
(0.4129, 0.0823, 0.1906,−0.000925) を数値的に求めた。
(93) 式を一様乱数 U ∼ U(0, 1) と釣り合わせて、逆変
換問題を解くと

v =

√
−2L

(a+ cL) +
√
(a+ cL)2 − 4L(dL+ b)

(94)

L ≡ log
(
1− U2/3

)
(95)
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TABLE III. 近似マクスウェル分布生成法
近似マクスウェル分布生成法 [64]

(a, b, c, d)← (0.4129, 0.0823, 0.1906,−0.000925)
generate U1, U2, U3 ∼ U(0, 1)
L← log

(
1− U

2/3
1

)
V ←

√
−2L

(a+ cL) +
√

(a+ cL)2 − 4L(dL+ b)

vx ← V (2U2 − 1)

vy ← 2V
√

U2(1− U2) cos(2πU3)

vz ← 2V
√

U2(1− U2) sin(2πU3)

return vx, vy, vz

が得られる。この速度を (79)式の手法を使って 3次元方
向にばらまけば、近似マクスウェル分布に従うベクトルを
得ることができる。これらをまとめたものを表 IIIに示す。
Umeda [64] の図を見る限り、この方法でマクスウェル分
布を非常に良く近似できている。

(92), (93) 式を x ≡ v2/2 の関数で書き直す（注：速度
の規格化の関係で、係数 1/2 を考慮）。(87) 式で見たよう
にマクスウェル分布は、x について自由度 3 のカイ二乗分
布（k = 3/2 のガンマ分布）に従うから、(92) 式の累積分
布関数（CDF）は正規化された不完全ガンマ関数で表され
る。それぞれを x = 0 近傍でテイラー展開すると

γ
(
3
2 , x
)

Γ
(
3
2

) =
1√
π
x3/2

(
4

3
− 4

5
x+ · · ·

)
(96)

{
1− exp

(
− 2ax+ 4bx2

1 + 2cx+ 4dx2

)}3/2

= x3/2
{
(2a)3/2 + · · ·

}
(97)

となり、

a =

(
2

9π

)1/3

≈ 0.4136 (98)

のとき、x3/2の係数が一致する。従って、上記の a = 0.4129
は非常に良い近似であることがわかる。

VI. カッパ分布

宇宙空間プラズマでは、高エネルギー部分に「べき乗」
成分をもつ分布関数が観測されることが多い。このような
「べき乗」成分と熱的コア成分をまとめて扱うことができ
る分布関数モデルとして、1960年代に Olbert, Vasyliunus
らのグループによって提案されたのがカッパ分布（kappa
distribution）である。[44, 66] カッパ分布は観測データを
議論するのに便利なだけでなく、ボルツマン統計力学を拡
張したツァリス統計力学とも関連しているため、宇宙空間
のプラズマ研究では、カッパ分布はマクスウェル分布に次
いで重要な分布関数だと考えられている。カッパ分布につ
いて詳しく知りたい方は、最近出版されているレビュー論文
や解説書、解説記事を参考にされたい。[31, 33, 46, 85, 88]

4 2 0 2 4
Normalized Velocity (v/ )

10 9

10 7

10 5

10 3

10 1

101

N
or

m
al

iz
ed

 D
is

tr
ib

ut
io

ns

= 2.0
= 6.0
= 25.0

Maxwellian ( = )

FIG. 7. カッパ分布の関数形のサンプル。カッパ分布は κ =∞
の極限でMaxwell分布（点線）に収束する。[88]

カッパ分布の表式は以下の通りである。

fκ(v)d
3v =

N

(πκ)3/2θ∥θ
2
⊥

Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)

×

(
1 +

v2

κθ2∥
+

v2

κθ2⊥

)−(κ+1)

d3v (99)

ここで N は数密度、κ > 3/2 はカッパ分布のべき指数、
θ∥, θ⊥ は磁力線水平・垂直方向の特徴速度、Γ はガンマ
関数である。この分布は κ → ∞ の極限では、Maxwell–
Boltzmann 分布に漸近する。本稿では簡単のため、等方
カッパ分布（θ∥ = θ⊥ = θ）を使って議論する。

fκ(v)d
3v =

N

(πκθ2)3/2
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)

(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

d3v

(100)

カッパ分布（(99)式）の具体例を図 7に示す。[88] フォー
マットやべき指数 κ の値は、当該分野で有名な Summers
& Thorne [57] 論文の図１に合わせたものである。κ の値
が小さな場合には、|v| ≫ θ の高エネルギー部に「べき乗」
成分が顕著に見えている。また、κ 指数が大きくなるに
つれて、分布関数はマクスウェル分布（点線）に近づいて
いく。
極座標（d3v → 4πdv）で、等方カッパ分布（(100)式）

の radial 密度分布 Fκ(v) を考えると

Fκ(v)dv ≡ fκ(v)4πv
2dv

=
4πN

(πκθ2)3/2
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)
v2
(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

dv

= NB′
(
v;

3

2
, κ− 1

2
, 2, (κθ2)1/2

)
dv (101)

ここで B′(x) は、III E章で紹介した一般化ベータプライ
ム分布である。なお、∂vFκ(v) = 0 より、θ が最頻速度で
あることもわかる。同様に、一般化ベータプライム分布を
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FIG. 8. (a) κ = 3.5 のカッパ分布（黒）および対応する asymptotic コア（赤）・adjusted コア（青）モデル。[41] (b) べき指数 κ の
カッパ分布における高エネルギー成分の数密度（Nnt/Nκ）およびエネルギー密度（Ent/Eκ）の比率（(107), (108), (110), (111)式）

使ってエネルギー密度を計算すると、以下のようになる。

E =

∫ ∞

0

(
1

2
mv2

)
Fκ(v)dv

=
κNmθ2

2

B( 52 , κ−
3
2 )

B( 32 , κ−
1
2 )

×
{∫ ∞

0

B′
(
v;

5

2
, κ− 3

2
, 2, (κθ2)1/2

)
dv

}
=

3κ

2(2κ− 3)
Nmθ2 (102)

途中の式展開の都合上 κ > 3/2 でなければならないが、こ
れはカッパ分布の高エネルギー「べき乗」成分 4πv2fκ(v) ∝
v−2(κ+1) の持つエネルギー ∝ ∫∞

v−2κ+2dv が、κ = 3/2

で無限大に発散することと対応する。流体力学的には、自
由度 3、比熱比 γ = 5/3 のプラズマ系のエネルギーは、温
度（ボルツマン定数を含む）を T として

E =
1

γ − 1
NT =

3

2
NT (103)

と表すことができる。これを (102) 式と比べて

T =
κ

2κ− 3
mθ2 (104)

を得ることができる。
さて、カッパ分布の特徴の 1つは、高エネルギーの「べ

き」乗成分を備えていることであった。この高エネルギー
成分は、どれぐらいのプラズマ密度およびエネルギーを
担っているのだろうか？ここでは、カッパ分布のコア成分
と高エネルギー成分の比率を定量評価する試みを紹介す
る。図 8(a) の黒線は、κ = 3.5 の等方カッパ分布の radial
分布で示したものである。Oka et al. [41, 42] はこのカッ
パ分布に対して等方マクスウェル分布を内接させ、そのマ
クスウェル分布を熱的コア成分、そして、内接点よりも高
エネルギー側のマクスウェル分布よりも大きな成分を非熱
的成分と見做すことを提案している。具体的には、以下の
2つの熱的コア成分のモデルを提案した。

1つめの asymptotic コアモデルは、密度 NM、熱速度
vM の Maxwell 分布

fM (v)d3v = NM

(
1

πv2M

) 3
2

exp

(
− v2

v2M

)
d3v (105)

で、以下のようにパラメーターをとったものである。

v2M =
κ

κ+ 1
θ2, NM =

(
1

κ+ 1

)3/2
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)
N

(106)

このコア成分は v = 0 でカッパ分布に内接する。この
asymptotic core の分布を図 8(a)の赤の曲線で示す。カッ
パ分布からコア成分を引いた赤シャドウで示す「非熱的成
分」の密度 Nnt は

Nnt

Nκ
=

∫∞
0

Fκ(v)dv −
∫∞
0

FM (v)dv∫∞
0

Fκ(v)dv

= 1− NM

Nκ
= 1−

(
1

κ+ 1

)3/2
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)
(107)

となり、エネルギー Ent も以下のようになる。

Ent
Eκ

= 1− NMTM

NκTκ
= 1−

(
1

κ+ 1

)5/2
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 3/2)
(108)

2つめの adjusted コアモデルは、熱的マクスウェル分
布のパラメーターを

vM = θ, NM ≡ e
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)
κ− 3

2

(
1 +

1

κ

)−(κ+1)

N

(109)

のようにとる。e はオイラー数である。このとき、コア成
分は最頻速度 v = θ でカッパ分布に内接する。[41, 76] 図
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8(a) の青の曲線が adjusted コアである。青のシャドウの
「非熱的成分」の密度およびエネルギーは
Nnt

Nκ
=

∫∞
θ

Fκ(v)dv −
∫∞
θ

FM (v)dv∫∞
0

Fκ(v)dv

= I κ
1+κ

(
κ− 1

2
,
3

2

)
− NM

Nκ
· Γ̄(3/2, 1)

Γ(3/2)

= I κ
1+κ

(
κ− 1

2
,
3

2

)
− e κκ−1/2Γ(κ+ 1) Γ̄(3/2, 1)

(κ+ 1)κ+1Γ(κ− 1/2)Γ(3/2)
(110)

Ent
Eκ

=

∫∞
θ

Fκ(v)
(
1
2mv2

)
dv −

∫∞
θ

FM (v)
(
1
2mv2

)
dv∫∞

0
Fκ(v)

(
1
2mv2

)
dv

= I κ
1+κ

(
κ− 1

2
,
5

2

)
− NMTM

NκTκ

Γ̄(5/2, 1)

Γ(5/2)

= I κ
1+κ

(
κ− 1

2
,
5

2

)
− e κκ−3/2Γ(κ+ 1) Γ̄(5/2, 1)

(κ+ 1)κ+1Γ(κ− 3/2)Γ(5/2)
(111)

となる。Γ̄(k, x) は第 2 種不完全ガンマ関数（(50) 式）、
Ix(α, β) は正則化された不完全ベータ関数（(56) 式）で
ある。
図 8(b) は、それぞれのモデルで非熱的成分の数密度

（Nnt/Nκ）およびエネルギー（Ent/Eκ）が全体に占める割
合を κ の関数としてプロットしたものである。[41, 42] 図
からは、べき指数 κ が小さいほど高エネルギー成分の比率
が大きくなることが明らかである。エネルギー面の寄与は
さらに大きく、κ = 10 でおよそ２割、κ ≲ 4 で半分以上、
κ→ 3/2でほぼ全てを高エネルギー成分が担っている。図
8(a) からも伺い知れるが、asymptotic コアモデルは、最
頻速度 v = θ 付近の多くの粒子が非熱的成分として数え
るため、数密度比・エネルギー比は一貫して adjusted コ
アモデルのものより大きくなる。[42] これらのモデルは、
どれが正解と言うわけではないが、問題にあわせて相応し
いモデルを選んで活用すれば良いだろう。
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FIG. 9. κ = 3.5のカッパ分布に従って乱数生成した粒子速度分
布（青のヒストグラム）と解析解（黒線）。黒の点線は adjusted
コア成分である。

A. 標準解法

プラズマ粒子（Particle-in-cell; PIC）シミュレーション
やモンテカルロシミュレーションのために、カッパ分布に
従う速度分布を乱数生成することを考える。
まず、後々の議論のために、一般化されたベータプライ

ム分布を利用した方法を紹介する。カッパ分布の radial分
布は (101) 式で表されるから、(64) 式に

α = 3/2, β = κ− 1

2
, p = 2, q = (κθ2)1/2 (112)

を代入して

v =

(
κθ2

XGa(3/2,2)

XGa(κ−1/2,2)

)1/2

(113)

とすれば、カッパ分布の速度分布に従う乱数を得ることが
できる。これを IV 章の球面展開（(79) 式）と組み合わせ
ると、容易に目的の vベクトルを得ることができる。一連
の手順を表 IV(a) に示す。実用上は、次のパラグラフで紹
介する標準解法が使い勝手が良いが、本手法は後の議論の
ために有用である。
また、カッパ分布は IIIG章で紹介した多変量 t分布の

３次元のケースに対応する。(76)式に

ν = 2κ− 1, νσ2 = κθ2, p = 3 (114)

を代入すると、直ちに目的の vベクトルを得ることができ
る。一連の手順を表 IV(b) にまとめた。この方法がカッ
パ分布を生成する最もシンプルかつポピュラーな方法であ
ることをうけて、「標準解法」と呼んでいる。なお、(99)
式のバイ・カッパ分布（bi-kappa distribution; θ∥ ̸= θ⊥）
への拡張も容易であり、標準解法は θ∥, θ⊥ を考慮した形
式で書いている。関連して、VB 章では、k = 3/2 のガン
マ乱数を球面展開すると３次元のマクスウェル（正規）分
布が得られることを議論した。表 IV(a) のベータプライ
ム法で k = 3/2 のガンマ乱数を球面展開する部分を独立
の３次元正規分布に置き換えると、標準解法の等方ケース
（θ∥ = θ⊥ = θ）と一致することがわかるだろう。
標準解法で 106 個の粒子を用いて、κ = 3.5 の等方カッ

パ分布を乱数生成した結果を図 9 に示す。カッパ分布の
radial 分布 F (|v|) の数値結果（青色のヒストグラム）と解
析解（黒の実線）がよく一致していることがわかる。点線
は、前述の adjusted コア成分である。図 9 からは、カッ
パ分布の最頻速度が |v| = θ であることや、高エネルギー
成分が ∼ v−2κ,∼ E−κ−1/2 に漸近することを確認するこ
とができる。

B. Pareto 法

前節の標準生成法は内部的にガンマ乱数を利用してい
る。一様乱数や正規乱数は、多くのプログラミング言語の
標準機能や数値計算ライブラリで提供されているが、ガン
マ乱数は必ずしもそうではない。実際、NVIDIA cuRAND
ライブラリや AMD hipRAND ライブラリはガンマ乱数生
成ルーチンを提供していない。そこで、コードの可搬性を
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FIG. 10. (a) κ = 3.5 のカッパ分布（黒）と n = κ/2 の Pareto 分布によるエンベロープ分布（青）。両者の接点を青丸で示す。(b)
Pareto 法の採択効率の κ 依存性。最適近似（青）および簡易近似（赤）の理論値（実線）と数値検証結果（点）を示す。

高めるために、ガンマ乱数に頼らないアルゴリズムを使
うのも１つの手である。前述の通り、カッパ分布は３次元
（３変量）の t 分布に相当する。１次元あるいは２次元の
t 分布であれば、IIIG章や VIIA章で紹介する Bailey [8]
法を使えば、一様乱数だけを使って分布関数を生成するこ
とができる。本節では、一様乱数だけで３次元 t 分布＝
カッパ分布を生成する Pareto 法 を解説する。[81]

(99)式の極座標形（d3v → 4πv2dv）を変数

x ≡ v2

κθ2
, (115)

を使って書き換えると以下のようになる。

f(x) dx =
1

B
(
3
2 , κ−

1
2

)x1/2(1 + x)−κ−1 dx (116)

これは形状ファクターが (3/2, κ− 1/2) のベータプライム
分布である。そして、棄却法のエンベロープ分布として、
タイプ IIのパレート分布を採用する。

g(x) ≡ n(1 + x)−(n+1) (0 < x) (117)

指数 n は n > 0 のパラメータであるが、x → ∞ で
ターゲット分布 f(x) ∝ x−κ−1/2 よりもエンベロープ分
布 g(x) ∝ x−(n+1) が先に減衰しないよう、n ≤ κ− 1

2 と
する。パレート分布（(117) 式）に従う乱数は、一様乱数
U1 ∼ U(0, 1) を使って容易に生成できる。

x← (1− U1)
−1/n − 1. (118)

そして、以下の定数 c を定義する。

c = max

(
f(x)

g(x)

)
=

f(xm)

g(xm)
=

D
nB

(
3
2 , κ−

1
2

) , (119)

ここでは関数 f(x)/g(x) の最大値を与える xm と多項式
D を利用した。

xm =
1

2κ− 2n− 1
,

D = (2κ− 2n− 1)
κ−n−1/2

(2κ− 2n)
n−κ

. (120)

棄却法の採択条件は、新しい一様乱数 U2U(0, 1) を使って

U2 ≤
f(x)

c · g(x)
=

x1/2(1 + x)n−κ

D
. (121)

で与えられる。採択効率は

eff(κ, n) = c−1 =
n

D
B

(
3

2
, κ− 1

2

)
(122)

である。(118)式で得たパレート乱数に対して (121)式の
棄却法を適用したのち、x を |v| に直して速度ベクトルを
球面展開すれば、カッパ分布の３次元速度ベクトルを得る
ことができる。この計算手順は特殊関数等を使っていな
い。パレート分布の指数 n については、文献 [81] は

• n = 2
3κ−

1
5 の最適近似

• n = 1
2κ の簡易近似

の２つの解を提案している。これらの解による採択効率を
図 10(b)に赤・青線で示す。１つめの最適近似は数値的な最
適解に近く、常に ≈ 0.8の効率を示す。後者の簡易近似は、
前者より少し効率が下がって κ → ∞ で √πe/4 ≈ 0.731
に漸近するが、演算が簡単で動作も速い。通常はこの簡易
近似を使うことをお薦めする。簡易 Pareto 法の計算手順
を表 IV(c) に示す。最適近似の場合の手順は文献 [81] を
参照されたい。

C. 近似カッパ分布生成法

最後に、カッパ分布を逆変換可能な関数で近似した近似
カッパ分布生成法を紹介する。[83]カッパ分布の radial分
布を、変数 x ≡ v2/θ2 および極座標変換 (d3v → 4πv2dv)
を用いて書き直すと、形状パラメーター (3/2, κ− 1/2) の
ベータプライム分布となる。

f(x)dx = B′
(
x;

3

2
, κ− 1

2
, 1, κ

)
dx (123)
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TABLE IV. カッパ分布の生成法
(a) ベータプライム法 [76]

generate X1, X2 ∼ U(0, 1)
generate X3 ∼ Ga(3/2, 2)

generate χ2
ν ∼ Ga(κ− 1/2, 2)

v ←

√
X3

κθ2

χ2
ν

vx ← v (2X1 − 1)

vy ← 2v
√

X1(1−X1) cos(2πX2)

vz ← 2v
√

X1(1−X1) sin(2πX2)

return vx, vy, vz

(b) 標準解法（t分布法） [2, 76]

generate N1, N2, N3 ∼ N (0, 1)

generate Y ∼ Ga(κ− 1/2, 2)

v∥ ← θ∥
√
κN1/

√
Y

v⊥1 ← θ⊥
√
κN2/

√
Y

v⊥2 ← θ⊥
√
κN3/

√
Y

return v⊥1, v⊥2, v∥

(c) 簡易 Pareto 法 (n = κ/2) [81]

D ←
√

(κ− 1)κ−1/κκ

repeat

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
W ←

√
(1− U1)−2/κ − 1

until W (1− U1) > DU2

generate U3, U4 ∼ U(0, 1)
V ←

√
κθ2W

vx ← V (2U3 − 1)

vy ← 2V
√

U3(1− U3) cos(2πU4)

vz ← 2V
√

U3(1− U3) sin(2πU4)

return vx, vy, vz

以前議論した (116) 式と比べて、(123) 式にはスケール
ファクター κ が残っていることに注意する。(123) 式の
累積分布関数（CDF）F (x) は、正規化不完全ベータ関数
Ix(α, β) を用いて

F (x) = I x
x+κ

(
3

2
, κ− 1

2

)
(124)

と表される。
この CDFを以下の関数で近似する。

F (x) ≈ G(x) ≡
{
1− expq∗

(
−ax+ bx2

1 + cx

)}3/2

. (125)

VC章の議論との違いは、ツァリス統計で使う q-exp関数

expq(x) ≡
(
1 + (1− q)x

) 1
1−q

(126)

を exp関数の代わりに使っていることである。qはエント
ロピー指数と呼ばれ、q → 1のとき、q-exp関数は exp関
数に一致する。本稿では、q∗ ≡ 1 + 1/κ∗ となるパラメー

ターをエントロピー指数として採用する。結果として得ら
れる近似分布は

g(v)d3v =
3(aθ4 + 2bv2θ2 + bcv4)

4πvθ2 (θ2 + cv2)
2

×

√
1−

(
1 +

(aθ2 + bv2)v2

κ∗(θ2 + cv2)θ2

)−κ∗

×
(
1 +

(aθ2 + bv2)v2

κ∗(θ2 + cv2)θ2

)−(κ∗+1)

d3v (127)

であり、以下の４つのパラメーター κ∗(q∗), a, b, c

κ∗ = κ− 1

2
, (128)

a =
1

κ

(
2

3B
(
3
2 , κ−

1
2

))2/3

(129)

c =
0.123κ2 − 1.12κ+ 2.56

κ2 − 7.89κ+ 15.6
(130)

b

c
=

{
κ∗ 3

2
B

(
3

2
, κ− 1

2

)}1/κ∗
κ∗

κ
(131)

を F (x), G(x)のテイラー展開を比較するなどして求めた。
詳細は文献 [83] を参照されたい。
近似分布（(127)式）を図 11 に示す。κ = 3.0, 4.1, 7.5

のときの近似カッパ分布（カラー）とカッパ分布（黒線）
を比較しているが、非常に良い近似が得られていること
がわかる。この近似分布のもつエネルギーの誤差は、最大
O(10−2.5) 程度である。

FIG. 11. カッパ分布の厳密解（(99)式; 黒線）と近似カッパ分
布（(127)式; カラー）の位相空間密度の比較。

(127)式の近似カッパ分布に従う乱数は、逆変換法で生
成することができる。(125)式と一様乱数 U1 ∼ U(0, 1)を
釣り合わせたうえで

{
1− expq∗

(
−ax+ bx2

1 + cx

)}3/2

= U1. (132)
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TABLE V. 近似カッパ分布生成法
近似カッパ分布生成法 [83]

κ∗ ← κ− 1/2

a← 1
κ

(
2

3B(3/2,κ∗)

)2/3

c← 0.123κ2 − 1.12κ+ 2.56

κ2 − 7.89κ+ 15.6
b←

{
κ∗ 3

2
B(3/2, κ∗)

}1/κ∗
κ∗

κ
c

generate U1, U2, U3 ∼ U(0, 1)

L← −κ∗
{(

1− U
2/3
1

)−1/κ∗

− 1

}
V ← θ

√
−2L

(a+ cL) +
√

(a+ cL)2 − 4bL

vx ← V (2U2 − 1)

vy ← 2V
√

U2(1− U2) cos(2πU3)

vz ← 2V
√

U2(1− U2) sin(2πU3)

return vx, vy, vz

以下のようにして粒子速度 v を得ることができる。

v = θ

√
−2L

(a+ cL) +
√
(a+ cL)2 − 4bL

(133)

L = −κ∗
{(

1− U
2/3
1

)−1/κ∗

− 1

}
(134)

そして、速度を３次元方向にランダムに割り振ってやれば
良い。一連の手順を表 V にまとめた。最初の４行は初回
だけ呼び出せばよく、残りの行を各粒子毎に実行する。こ
の方法は一様乱数を 3つ呼び出すだけで条件分岐を含んで
いないため、GPUと相性が良いはずである。

VII. カッパ分布の派生形

A. カッパ=マクスウェル分布

磁力線に沿った方向に粒子が高エネルギーに加速され
るものの、（ジャイロ回転によって）磁力線垂直方向には
粒子がトラップされて加速しない場合、磁力線水平方向に
カッパ分布、垂直方向にマクスウェル分布をした「カッパ
マクスウェル分布（kappa Maxwell distribution / kappa-
Maxwellian）」を使うことがある。[25] Hellberg & Mace
[25] 論文で議論されているカッパ=マクスウェル分布の関
数形は

fkM(v)d3v =N0
Γ(κ∗)

π3/2θ2⊥θ
∗
∥
√
κ∗Γ(κ∗ − 1

2 )

{
exp

(
−v2

⊥
θ2⊥

)}

×

(
1 +

v2∥

κ[θ∗∥]
2

)−κ∗

d3v (135)

=N0

{
1

πθ2⊥
exp

(
−v2

⊥
θ2⊥

)
d2v⊥

}

×

 Γ(κ∗)
√
π
√

κ∗[θ∗∥]
2Γ(κ∗ − 1/2)

(
1 +

v2∥

κ∗[θ∗∥]
2

)−κ∗

dv∥


(136)

である。あるいは、カッパ分布のべき指数を κ+1 として
fkM2(v)d

3v

= N0
Γ(κ+ 1)

π3/2θ2⊥θ∥
√
κΓ(κ+ 1

2 )

×
{
exp

(
−v2

⊥
θ2⊥

)}
×

(
1 +

v2∥

κθ2∥

)−(κ+1)

d3v

(137)

= N0

{
1

πθ2⊥
exp

(
−v2

⊥
θ2⊥

)
d2v⊥

}

×

 Γ(κ+ 1)
√
π
√
κθ2∥Γ(κ+ 1/2)

(
1 +

v2∥

κθ2∥

)−(κ+1)

dv∥


(138)

のように表記しても良いだろう。これらのカッパ指数は
κ∗ > 3/2、κ > 1/2 の値を取る。(136) 式と (138) 式は、
κ∗ ↔ κ+ 1、κ∗(θ∗∥)

2 ↔ κθ2∥ と置き換えることができる。
両者のうち、Hellberg & Mace [25] 論文の結果のプラズマ
分散関数が広く使われているため、(136) 式が広まってい
る印象がある。一方で、(138) 式のほうがツァリス統計と
親和性が高い。[88] 両者の違いを明記した上で (138) 式を
使うのが良いだろう。

10 5 0 5 10
Velocity (v)

10 6

10 4

10 2

100

N
or

m
al

iz
ed

 d
en

si
ty

kappa Maxwellian

FIG. 12. カッパ=マクスウェル分布（κ = 3.5, θ = 1.0）の解析
解（黒; (138) 式）と、106 個の粒子の乱数生成結果（青のヒス
トグラム）。

PICシミュレーションのためにカッパマクスウェル分
布を乱数生成する場合、垂直方向はマクスウェル分布（正
規分布）なので、簡単に生成することができる。水平方向
は１次元の t 分布に相当するため、IIIG 章の t 分布生成
法を応用すれば良い。特に確実・簡単な Bailey 法（(74)
式あるいは (73)式）がお勧めである。[1, 8, 29] この場合
は、２つの一様乱数 U1, U2 ∼ U(0, 1) を使って以下のどち
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らかになる。

v∥ ← θ∗∥

√
κ∗
{
(1− U1)

−2/(2κ∗−1) − 1
}
cos(2πU2) (139)

v∥ ← θ∥

√
κ
{
(1− U1)

−2/(2κ+1) − 1
}

cos(2πU2) (140)

図 12 に κ = 3.5, θ = 1.0 カッパマクスウェル分布（(138)
式）の水平成分を黒線で示す。さらに、Bailey 法（(140)
式）を使って 106 個の粒子を乱数生成した結果をヒストグ
ラム（青）で示す。

B. プロダクト=バイカッパ (PBK) 分布

カッパ分布に非等方性を取り入れる分布モデルは２つ
ある。１つは、標準カッパ分布で θ∥, θ⊥ を別々に定義す
るバイ・カッパ分布である。これはもう１つは、磁力線水
平・垂直成分を別々のカッパ分布として定義してしまうプ
ロダクト=バイカッパ（product bi-Kappa; PBK）分布で
ある。[57] PBK 分布のよくある形は、以下の通り。

fpbk(v) d
3v = N0

Γ(κ∥ + 1)

π3/2θ∥θ
2
⊥
√
κ∥Γ(κ∥ + 1/2)

(
1 +

v2∥

κ∥θ
2
∥

)−(κ∥+1)

×
(
1 +

v2
⊥

κ⊥θ2⊥

)−(κ⊥+1)

d3v (141)

= N0

St

v∥; 2κ∥ + 1,

√
κ∥θ

2
∥

2κ∥ + 1
, 1

 dv∥


×
{
St

(
v⊥; 2κ⊥,

θ⊥√
2
, 2

)
d2v⊥

}
(142)

ここで κ∥, κ⊥, θ∥, θ⊥ は、水平方向と垂直方向のカッパ
指数および熱速度である。圧力・エネルギー密度は

P∥ = N0mθ2∥
κ∥

2κ∥ − 1
, P⊥ =

1

2
N0mθ2⊥

κ⊥

κ⊥ − 1
, (143)

E =
1

2
P∥ + P⊥ (144)

となる。(142) 式からもわかるように、それぞれの成分は
1次元あるいは 2次元の t-分布 (IIIG章) だから、t 分布
生成法を組み合わせて、PBK 分布を乱数生成することが
できる。表 VI(a) に、この t 分布法の手順を示す。この方
法はいくつかのガンマ乱数を利用する。ガンマ分布の形状
ファクターが水平・垂直方向で 1/2 違うことに注意する。
ちなみに κ⊥ →∞ の極限が前節で議論したカッパ=マク
スウェル分布である。κ∥ → ∞ の極限で水平成分がマク
スウェル分布になる場合も、議論されることがある。[40]
次に Polar 法を紹介する。[8] この方法は一様乱数のみ

を使うため、コードの移植に有利である。(141)・(142)式
の右辺の速度垂直成分を円柱座標系で書き直して

St

(
v⊥; 2κ⊥,

θ⊥√
2
, 2

)
d2v⊥ =

2v⊥
θ2⊥

(
1 +

v2⊥
κ⊥θ2⊥

)−(κ⊥+1)

dv⊥

(145)

TABLE VI. PBK分布の数値生成法
(a) t分布法 [26, 29, 91]

generate N1, N2, N3 ∼ N (0, 1)

generate X1 ∼ Ga(κ⊥, 2)

generate X2 ∼ Ga(κ∥ + 1/2, 2)

v⊥1 ← θ⊥
√
κ⊥N1/

√
X1

v⊥2 ← θ⊥
√
κ⊥N2/

√
X1

v∥ ← θ∥
√
κ∥N3/

√
X2

return v⊥1, v⊥2, v∥

(b) Polar/Bailey 法 [8]

generate U1, U2, U3, U4 ∼ U(0, 1)

x← θ⊥

√
κ⊥

{
(1− U1)

−1/κ⊥ − 1
}

v⊥1 ← x cos(2πU2)

v⊥2 ← x sin(2πU2)

v∥ ← θ∥

√
κ∥

{
(1− U3)

−2/(2κ∥+1) − 1
}

cos(2πU4)

return v⊥1, v⊥2, v∥

その累積分布関数 (CDF) を計算すると

CDF(v⊥) = 1−
(
1 +

v2⊥
κ⊥θ2⊥

)−κ⊥

. (146)

となる。これを一様乱数 U1 ∼ U(0, 1) と釣り合わせて、
逆変換法で v⊥ を求めることができる。

v⊥ = CDF−1(U1) = θ⊥

√
κ⊥

{
(1− U1)

−1/κ⊥ − 1
}
(147)

これを、もう１つの乱数 U2 を使って回転角方向にランダム
にばら撒くと、v⊥ の 2次元分布を得ることができる。水平
成分は、前章（VIIA章）で説明と同様、1次元のBailey法
（(140)式）を適用する。これらの結果を表 VI(b) に示す。
深部太陽圏分野でピックアップイオン（PickUp Ion;

PUI）を議論する場合、水平方向をマクスウェル分布、垂
直方向に v⊥ のオフセットを考慮したリング=カッパ分布
を考えることもある。[24] そのような分布の生成方法は今
のところ議論されていない。

C. 正則化カッパ分布

既に述べたように、標準カッパ分布はエネルギーが発
散するため、κ ≤ 3/2 では定義できない。よりハードな
べきが現れる現象を扱う場合や、速度が光速に達する前
に分布を打ち切りたい場合に、カッパ分布にカットオフ関
数を掛けあわせた正則化カッパ分布（Regularized Kappa
Distribution; RKD）を使うことがある。[31, 52, 53] 正則
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FIG. 13. (a) 正則化カッパ分布（κ = 1.6, θ = 1, α = 0.05）に従って乱数生成した粒子速度分布（青のヒストグラム）と解析解（赤）。
対応するカッパ分布（κ = 1.6, θ = 1）の粒子速度分布と解析解をグレーのヒストグラムと黒の線で示す。黒の点線は adjusted コア
成分である。(b) 正則化カッパ分布の乱数生成時の採択効率。曲線は理論曲線（(155)式）で、それぞれの点は数値検証結果。

化カッパ分布の関数形は

fRKD(v;κ, α) =
N

(πκθ2)3/2U
(
3
2 ,

3
2 − κ, α2κ

)
×
(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

exp

(
−α2 v

2

θ2

)
(148)

である。ここで U(a, b, z)はクンマー（Kummer）の U関数
（トリコミ関数）、αはカットオフ係数で 0.1, 0.01などの小
さな値を用いることが多い。余談だが、U関数は Pythonで
はSciPyの特殊関数モジュール（scipy.special.hyperu）
に入っている。

(148)式を極座標に直して、さらに変数 x ≡ (v2/κθ2)を
使うと

N =

∫ ∞

0

4πv2fRKD(v;κ, α) dv

=
4πN

(πκθ2)3/2U
(
3
2 ,

3
2 − κ, α2κ

)
×
∫ ∞

0

(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

exp

(
−α2 v

2

θ2

)
v2 dv

(149)

=
2N

√
πU
(
3
2 ,

3
2 − κ, α2κ

)
×
∫ ∞

0

(1 + x)
−(κ+1)

exp
(
−α2κx

)
x1/2dx (150)

となる。ここで DLMF [45] の公式 13.4.4

U (a, b, z) =
1

Γ (a)

∫ ∞

0

xa−1(1 + x)b−a−1e−zx dx (151)

を使うと、両辺が一致することを確認できる。

この延長で正則化カッパ分布のモーメントを U 関数で
表すことができる。[53] 例えば、エネルギー密度は

E =

∫
fRKD(v;κ, α)

(
1

2
mv2

)
d3v

=
3

4
Nκmθ2

U
(
5
2 ,

5
2 − κ, α2κ

)
U
(
3
2 ,

3
2 − κ, α2κ

) (152)

である。
図 13 は、κ = 1.6, θ = 1, α = 0.05 の正則化カッパ分

布の速度分布（4πv2fRKD(v); 赤線）と、対応するカッパ
分布（κ = 1.6, θ = 1）の速度分布（黒線）を示したもの
である。カッパ分布は高エネルギー側で ∼ v−2κ = v−3.2

の「べき」乗分布に漸近するが、正則化カッパ分布はおよ
そ v ∼ θ/α = 20× θ あたりから、カットオフ関数が効い
て急減衰していることがわかる。このように、カットオフ
以遠の分布を強制的に打ち切るため、正則化カッパ分布は
κ < 3/2 でもエネルギー密度などのモーメント量が収束す
る。黒の点線は標準カッパ分布に対する adjusted コア成
分である。
PICシミュレーションで正則化カッパ分布を乱数生成す

る場合は、κ ≳ 1であれば、VI章のいずれかの方法で標準
カッパ分布を生成したのち、一様乱数 X ∼ U(0, 1) とカッ
トオフ関数を比べて

X < exp

(
−α2 v

2

θ2

)
(153)

のときの結果を採択すれば良い（棄却法）。この方法で、
106 個の粒子で生成した正則化カッパ分布の速度分布（青
のヒストグラム）と、対応する標準カッパ分布の粒子速度
分布（グレー）をそれぞれ図 13 に示した。(148) 式は標
準カッパ分布（(99)式）を使って

fRKD(v)d
3v =

(
Γ(κ− 1/2)

U
(
3
2 ,

3
2 − κ, α2κ

)
Γ(κ+ 1)

)

× fκ(v)× exp

(
−α2v2

θ2

)
d3v (154)
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FIG. 14. (a) フラットトップ分布（κ = 3, θ̄ = 1）の位相空間密度の一次元カット（太線）。サンプリング分布（細線）と２つの基線
fcore(v), ftail(v) については本文で記述。(b) フラットトップ分布生成法の棄却法の採択効率。曲線は理論曲線（(164)式）で、黒点
は数値検証結果。

と書き表すことができるため、右辺先頭の定数の逆数

effRKD(κ;α) =
U
(
3
2 ,

3
2 − κ, α2κ

)
Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)
(155)

が棄却法の採択効率となる。α = 0.1 および α = 0.01 の
ときの採択効率と、その数値検証結果を図 13(b) に示す。
α = 0.1 の場合、密度の低い v ≳ 10× θ 以遠の粒子を棄却
するため、分布全体の採択効率は κ > 2 で 95% 以上にな
る。α = 0.01 の場合は、さらに密度の小さな v ≳ 100× θ
以遠の粒子を棄却するだけだから、κ > 1.5 で 100% 近
い数値が出ている。逆に α ∼ 1 に近づくと効率が悪くな
るが、この場合は、カットオフ関数の意味がなくなってし
まう。
カッパ指数に注目すると、標準カッパ分布の守備範囲外

だった 1/2 < κ ≤ 3/2 でも正則化カッパ分布を生成でき
ている。しかし、κ = 1/2 で標準カッパ分布の密度が発散
するため、κ ≲ 1 では採択効率が極端に悪くなる。正則化
カッパ分布は 0 ≤ κ まで定義できるので、別の専用の棄
却法アルゴリズムを使うと良いだろう。[82]

VIII. フラットトップ分布

A. フラットトップ分布

フラットトップ分布は宇宙空間で観測される、低エネ
ルギー側でフラットな一定値をとる速度分布関数である。
[6, 20, 38, 43, 61] 高エネルギー側は（急峻な）べき乗型に
なることが多い。この独特の性質を表現するためによく用
いられるのが以下の関数形である。規格化定数のガンマ関
数の使い方によって、多少、数式表現の細部が異なること
がある。

fft(v)d
3v =

3Nft

4π(θ̄∥θ̄
2
⊥)

Γ
(
1 + 1

κ

)
Γ
(
1 + 3

2κ

)
Γ
(
1− 1

2κ

)
×

(
1 +

(
v2∥

θ̄2∥
+

v2
⊥

θ̄2⊥

)κ)−(κ+1
κ )

d3v (156)

θ̄はフラットトップ分布の特徴速度、そして κは高エネル
ギー側のべき指数をコントロールする係数である。ここで
は、特徴速度 θ̄に異方性を考慮したバイ・フラットトップ
分布の形式で記述している。しかし、以降は簡単のため等
方（θ̄∥ = θ̄⊥ = θ̄）の場合を議論する。この場合の分布関
数の形状は図 14(a) を参照していただきたい。最頻速度は
θ̄ · κ−1/(2κ) である。
べき指数 κ は κ > 3/2 を満たす必要がある。これは

カッパ分布のものと同様、κ > 3/2 のときに、高エネル
ギーのべき成分のエネルギーが無限大に発散するためであ
る。逆の極限 κ → ∞ では、(156) 式右辺の右半部はス
テップ関数のように振る舞う。ガンマ関数部も Γ(1) = 1
に漸近するから分布関数は

fft(v)→
3Nft

4πθ̄3
(|v| < θ̄) (157)

fft(v)→ 0 (θ̄ < |v|) (158)

となり、プラズマが半径 θ̄の球内に集中する。
(156)式を極座標に直すと、一般化ベータプライム分布

（III E章）を用いて

Fft(v) ≡ fft(v)4πv
2 = NftB

′
(
v;

3

2κ
, 1− 1

2κ
, 2κ, θ̄

)
.

(159)

と表すことができる。フラットトップ分布のプラズマ密度
と粒子エネルギー密度は

E =

∫ ∞

0

Fft(v)

(
1

2
mv2

)
dv

=
1

2
Nftmθ̄2

B
(

5
2κ , 1−

3
2κ

)
B
(

3
2κ , 1−

1
2κ

)
×
{∫ ∞

0

B′
(
v;

5

2κ
, 1− 3

2κ
, 2κ, θ̄

)
dv

}
=

3

10
Nftmθ̄2

Γ
(
1 + 5

2κ

)
Γ
(
1− 3

2κ

)
Γ
(
1 + 3

2κ

)
Γ
(
1− 1

2κ

) (160)
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P =
1

3

∫ ∞

0

Fft(v)mv2 dv =
1

5
Nmθ2

Γ
(
1 + 5

2κ

)
Γ
(
1− 3

2κ

)
Γ
(
1 + 3

2κ

)
Γ
(
1− 1

2κ

) .
(161)

となる。なお、(156)式の係数は Oka et al. [43]のものと
一致するが、最初に関数形を導入した Thomsen et al. [61]
とは一致しないことがわかる。(159)式のベータ分布の引
数に、 3

2κ の代わりに 1
2κ を代入すればThomsen et al. [61]

の係数が得られるので、マイナーな計算ミスだろう。右辺
のベータプライム分布の引数は正でなければならないが、
既に述べたように κ > 3/2 なので問題ない。
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FIG. 15. べき指数 κ のフラットトップ分布における高エネル
ギー成分の数密度（Ntail/N）およびエネルギー（Etail/E）の比
率。曲線は理論曲線（(162)式および (163)式）で、黒点は数値
検証結果。

続けて、フラットトップ分布の内部の熱的成分・非熱
的成分を評価する。ここでは Oka et al. [43] に倣って、
E < 1

2mθ̄2以下を熱的エネルギー、E > 1
2mθ̄2以上を非熱

的エネルギーとする。前述のようにフラットトップ分布は
ベータプライム分布で表すことができ、ベータプライム分
布の累積密度関数は、(65)式のように I x

1+x
(α, β) と書く

ことができる。今回は v = θ̄を境に熱的・非熱的成分を区
切るので、この関数に x = 1を代入したものが熱的成分の
比率を表す。非熱的成分の比率は、密度では

Nnt

N
=

∫∞
θ̄

Fft(v)dv

N
= 1− I 1

2

(
3

2κ
, 1− 1

2κ

)
= I 1

2

(
1− 1

2κ
,
3

2κ

)
(162)

Ent
E

=

∫∞
θ̄

Fft(v)(
1
2mv2)dv

E
= 1− I 1

2

(
5

2κ
, 1− 3

2κ

)
= I 1

2

(
1− 3

2κ
,
5

2κ

)
(163)

となる。途中、Ix(α, β) = 1− I1−x(β, α) の関係を用いた。
これらの κに対する依存性を図 15（Oka et al. [43]の Fig.
1(d) に対応）に示す。カッパ分布（図 8(b)）と同様の傾
向を確認することができる。
次に、粒子シミュレーションでのフラットトップ分布の

乱数生成法を議論する。少なくとも２通りの方法があり、

TABLE VII. フラットトップ分布の乱数生成法
(a) ベータプライム法 [78, 82]

generate X1 ∼ Ga
(

3
2κ

, 1
)

generate X2 ∼ Ga(1− 1
2κ

, 1)

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
x ← (X1/X2)

1/2κ

v∥ ← θ̄∥x (2U1 − 1)

v⊥1 ← 2θ̄⊥x
√

U1(1− U1) cos(2πU2)

v⊥2 ← 2θ̄⊥x
√

U1(1− U1) sin(2πU2)

return v∥, v⊥1, v⊥2

(b) 区分棄却法 [82]

p1 ←
2κ− 1

2κ+ 2
, p2 ←

3

2κ+ 2
repeat

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
if U1 ≤ p1 then

x← (U1/p1)
1/3

if U2 < (1 + x2κ)−(κ+1)/κ, break

else

x← ((1− U1)/p2)
1/(1−2κ)

if U2 < (x−2κ + 1)−(κ+1)/κ, break

endif

end repeat

generate U3, U4 ∼ U(0, 1)
v∥ ← θ̄∥x (2U3 − 1)

v⊥1 ← 2θ̄⊥x
√

U3(1− U3) cos(2πU4)

v⊥2 ← 2θ̄⊥x
√

U3(1− U3) sin(2πU4)

return v∥, v⊥1, v⊥2

ひとつはフラットトップ分布がベータプライム分布である
ことを利用して、ベータプライム乱数を生成する方法であ
る。[78, 82] 2つめは、図 14(a) の実線（細線）で示すよ
うに、フラット分布 fcore(v) と power-law分布 ftail(v) を
「エンベロープ分布」とする棄却法である。これらの方法
をまとめたアルゴリズムを結果のみ、表VII(a) および (b)
に示す。なお、次のVIIIB章では、フラットトップ分布を
一般化した (r, q) 分布を紹介する。表 VII は、VIIIB章
で紹介する方法で r = κ − 1, q = 1 + 1/κ, θ̄ = κ−1/2κθ
としたものに相当するので、アルゴリズムの導出はVIIIB
章を参照していただきたい。棄却法の採択効率（(183)式
に対応）は、

eff ft(κ) =
Γ
(
1 + 3

2κ

)
Γ
(
2− 1

2κ

)
Γ
(
2 + 1

κ

) (164)

となり、κ > 3/2 では eff ft(κ) > eff ft(3/2) = 3/5 となる。
図 14(b)は (164)式を κの関数で表したものである。また、
棄却法で生成した位相空間密度を図 14(a) にヒストグラム
（青）で示す。各パラメーターは κ = 3, θ̄∥ = θ̄⊥ = θ̄ = 2、
粒子数は 106 個である。ヒストグラムの数値解と実線の
解析解がよく一致している。
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FIG. 16. (a) (r, q) = (2, 2) の (r, q) 分布の位相空間密度（太線）と数値計算結果（ヒストグラム）。[82] GL(v), GR(v)（オレンジ）
は区分棄却法のサンプリング分布である。(b) (r, q) 空間での棄却法の採択効率（(183) 式）。赤の縦線・破線はカッパ分布・フラッ
トトップ分布に対応する。

B. (r, q)分布

(r, q) 分布 [50, 73] は、カッパ分布（VI章）とフラット
トップ分布（VIIIA章）を内包する一般化フラットトップ
分布である。関数形は

frq(v)d
3v = N0 · Crq

1 +
1

q − 1

(
v2∥

θ2∥
+

v2
⊥

θ2⊥

)1+r
−q

d3v,

(165)

Crq =
3Γ(q)

4π(q − 1)
3

2(1+r) θ∥θ
2
⊥Γ
(
1 + 3

2(1+r)

)
Γ
(
q − 3

2(1+r)

) ,
(166)

であり、Crq は規格化定数、θ∥、θ⊥ は水平・垂直方向の
特徴速度である。r, q はそれぞれフラットトップの形状と
power-law のべき指数を決めるパラメーターである。後者
は通常、q > 0 とする。(r, q) 分布は、r = 0, q = κ + 1
のときはカッパ分布（VI章）に、r = κ− 1, q = 1 + 1/κ
のときはフラットトップ分布（VIIIA章）に一致する。図
16(a) に (r, q) = (2, 2) の (r, q) 分布の関数形を示す。こ
の場合は、フラットトップ分布に近い形状である。
分布が等方（θ⊥ = θ∥ = θ）のとき、radial 分布は

Frq(v)dv = frq(v)4πv
2 dv (167)

=
3N0Γ(q)

(q − 1)
3

2(1+r) θ3Γ(1 + 3
2(1+r) )Γ(q −

3
2(1+r) )

×

(
1 +

1

q − 1

(
v2

θ2

)1+r
)−q

v2 dv (168)

= N0B
′
(
v;

3

2(1 + r)
, q − 3

2(1 + r)
, 2(1 + r), (q − 1)

1
2(1+r) θ

)
dv.

(169)

ここで B′(x) は一般化ベータプライム分布（III E章）で
ある。(r, q) 分布の最頻速度は ∂vFrq(v) = 0 から

vmp = θ

(
q − 1

q − 1 + rq

) 1
2(1+r)

(170)

と求まる。さらに 2次モーメントは

E =

∫ ∞

0

Frq(v)

(
1

2
mv2

)
dv

=
1

2
Nmθ2(q − 1)

1
(1+r)

B
(

5
2(1+r) , q −

3
2(1+r)

)
B
(

3
2(1+r) , q −

1
2(1+r)

)
×
{∫ ∞

0

B′
(
v;

5

2(1 + r)
, q − 5

2(1 + r)
, 2(1 + r), (q − 1)

1
2(1+r) θ

)
dv

}

=
1

2
N0mθ2(q − 1)

1
(1+r)

Γ
(

5
2(1+r)

)
Γ
(
q − 5

2(1+r)

)
Γ
(

3
2(1+r)

)
Γ
(
q − 3

2(1+r)

)
≡ 1

2
N0mθ2Krq (171)

となる。この比例係数 Krq を用いて、非等方の場合のエ
ネルギー・圧力も容易に求めることができる。

P∥ =
1

3
N0mθ2∥Krq, P⊥ =

1

3
N0mθ2⊥Krq,

E =
1

6
N0m

(
θ2∥ + 2θ2⊥

)
Krq (172)

途中式のベータ関数・ガンマ関数の引数に注目すると、エ
ネルギーが発散しないために必要な条件は

q − 5

2(1 + r)
> 0. (173)

となることがわかる。
次に (r, q)分布を乱数生成する方法を 2つ紹介する。1

つめは、一般化ベータプライム分布を乱数生成する (64)
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TABLE VIII. (r, q) 分布の乱数生成方法

(a) ベータプライム法 [82]

generate X1 ∼ Ga( 3
2(1+r)

, 1)

generate X2 ∼ Ga(q − 3
2(1+r)

, 1)

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
x ← [(q − 1)X1/X2]

1
2(1+r)

v∥ ← θ∥x (2U1 − 1)

v⊥1 ← 2θ⊥x
√

U1(1− U1) cos(2πU2)

v⊥2 ← 2θ⊥x
√

U1(1− U1) sin(2πU2)

return v∥, v⊥1, v⊥2

(b) 区分棄却法 [82]

p2 ←
3

2q(1 + r)
, p1 ← 1− p2, R← (q − 1)

1
2(1+r)

repeat

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
if U1 ≤ p1 then

x← (U1/p1)
1/3

if U2 <
(
1 + x2(1+r)

)−q

, break

else

x← ((1− U1)/p2)
1

3−2q(1+r)

if U2 < (x−2(1+r) + 1)−q, break

endif

end repeat

generate U3, U4 ∼ U(0, 1)
v∥ ← θ∥Rx (2U3 − 1)

v⊥1 ← 2θ⊥Rx
√

U3(1− U3) cos(2πU4)

v⊥2 ← 2θ⊥Rx
√

U3(1− U3) sin(2πU4)

return v∥, v⊥1, v⊥2

式を利用して、v を得ることである。

v = θ

(
(q − 1)

XGa( 3
2(1+r)

,1)

XGa(q− 3
2(1+r)

,1)

) 1
2(1+r)

(174)

そして、この v を３次元方向にランダムに割り振る。こ
の手順を表 VIII(a) に示す。

2つめは棄却法である。図 16(a) のオレンジ線で示すよ
うに、フラットな分布 GL(v)と power-law分布 GR(v)を
組み合わせた「エンベロープ分布」を用意する。θ ̸= 1 の
場合は後でスケールし直せば良いので、θ = 1 とする。

G(v) =


GL(v) = Crq (0 ≤ v < vc)

GR(v) = Crq

(
v

vc

)−2(1+r)q

(vc ≤ v <∞)

(175)

ここで

vc = (q − 1)1/2(1+r)θ (176)

は２つのエンベロープ関数の切り替え点である。(175) 式
を極座標に直した関数
4πv2GL(v) = 4πCrqv

2 (v < vc) (177)

4πv2GR(v) = 4πCrqv
2

(
v

vc

)−2(1+r)q

(vc ≤ v) (178)

に対して、0 ≤ r1(v) ≤ 1 あるいは 0 ≤ r2(v) ≤ 1 を満た
す棄却関数を準備する。

r1(v) =
Frq(v)

4πv2GL(v)
=

(
1 +

(
v

vc

)2(1+r)
)−q

(v < vc)

(179)

r2(v) =
Feq(v)

4πv2GR(v)
=

((
v

vc

)−2(1+r)

+ 1

)−q

(vc ≤ v)

(180)

(168)式の v の生成手順に移る。まず、エンベロープ関
数の 2つの区間が作る面積

SL =

∫ vc

0

GL(v)4πv
2 dv =

4πCrqv
3
c

3
(181)

SR =

∫ ∞

vc

GR(v)4πv
2 dv =

4πCrqv
3
c

2q(1 + r)− 3
. (182)

の比 (2q[1 + r] − 3) : 3 に応じて、一様乱数 U1 を用い
て左右の区間に処理を割り振る。各区間のエンベロープ分
布 4πv2G(v) はべき乗分布であるから、これに従う乱数を
容易に生成することができる。次に、もう１つの一様乱数
U2 と棄却関数を用いて、U2 < r1(v) あるいは U2 < r2(v)
を満たしていれば、その粒子を採用して次のステップに進
む。満たしていなければ、その粒子を捨てて処理をやり直
す。最後にこれをカルテシアンの３成分に戻せば良い。こ
れらのアルゴリズムをまとめたものが 表VIII(b) である。
最初の条件分岐に使った一様乱数 U1を次のべき乗分布を
作る処理にも流用して、乱数の数を節約している。アルゴ
リズムの最後の部分で v⊥1, v⊥2, v∥成分に θ⊥, θ⊥, θ∥ を掛
けて、(165) 式の分布を生成する。
棄却法の採択効率は以下のようになる。

effrq =
1

SL + SR
=

Γ
(
1 + 3

2(1+r)

)
Γ
(
1 + q − 3

2(1+r)

)
Γ(1 + q)

(183)

これを (r, q)のパラメーター空間で示したものが、図 16(b)
のカラーマップである。図 16(b) の赤の線はカッパ分布、
赤の破線はフラットトップ分布相当のパラメーターである。
区分棄却法は、カッパ分布に近いパラメーター領域では

採択効率があまり良くない。その理由は、分布関数とエン
ベロープ関数を v → 0, v → ∞ の２つの極限で合わせて
いるため、粒子数がいちばん多い最頻速度（(170)式）付
近での効率が良くないためである。このあたりを最適化し
て、棄却法を改良する余地は残っている。また、図 16(b)
の青の点線より下側では、ベータプライム法の分母で使う
ガンマ乱数の形状パラメーターが 1 より小さくなり（III C
章）、ゼロに近い小さな数での割り算を心配しなければなら
ない。この領域では区分棄却法を使った方が良いだろう。



23

IX. ロスコーン分布

内部磁気圏のプラズマ速度分布関数は、磁力線に沿っ
た方向の成分が消えた「ロスコーン」を備えていることが
多い。このようなロスコーン分布を扱うためにさまざまな
分布関数モデルが使われているが、本章では４種類のロス
コーン分布を紹介する。

A. ピッチ角制限法

IV章では、radial分布を３次元の任意の方向にランダ
ムに振り分ける方法を議論した。その際、ピッチ角余弦
µ = cosα に対する粒子分布が一様であることを利用した。
そこで、臨界ピッチ角を αcrit（ただし 0 < αcrit < π/2）
として、µ を cosαcrit から − cosαcrit までの範囲に制限
してやれば、α < αcrit（π−αcrit < α）部の密度をゼロに
することができる。具体的には µcrit = cosαcrit としたう
えで２つの一様乱数 U1, U2 ∼ U(0, 1) を使って

vx ←
√

1− {µcrit(2U1 − 1)}2 V sin(2πU2)

vy ←
√
1− {µcrit(2U1 − 1)}2 V cos(2πU2)

vz ← µcrit(2U1 − 1)V

(184)

としてやれば良い。ベースになるプラズマ分布は等方であ
る限り、どのような形の分布でも良い。修正後の位相空間
密度 fmodfied は、元の等方分布の式 fisotropic を使って

fmodfied =
H(α− αcrit)H(π − α+ αcrit)

µcrit
fisotropic (185)

となる。H(x) はヘビサイド関数である。図 17 は 106 個
の粒子を使って、このタイプのロスコーン分布を乱数生成
した実例である。図を見やすくするため、θ = 1.0, j = 2.0,
κ = 3.5 のフラットトップ分布（VIIIA章）をベースに臨
界ピッチ角を cosαcrit = 0.95 として (184) 式の方法を適
用した。臨界角未満の粒子が綺麗に消えていることがわ
かる。

B. Subtracted Maxwellian

ロスコーン分布の近似モデルの中で最もよく使われて
いるのが Ashour-Abdalla & Kennel [7] が提案した sub-
tracted Maxwell 分布である。関数形は以下の通り。

f(v∥,v⊥) =
N

π1/2θ∥
exp

(
−
v2∥

θ2∥

)

× 1

πθ2⊥

{
∆exp

(
−v2

⊥
θ2⊥

)

+
1−∆

1− β

[
exp

(
−v2

⊥
θ2⊥

)
− exp

(
− v2

⊥
βθ2⊥

)]}
(186)
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FIG. 17. ピッチ角制限タイプのロスコーン・フラットトップ分
布の乱数生成結果。θ = 1.0, j = 2.0, κ = 3.5, cosαcrit = 0.95
で 106 個の粒子を利用。v⊥–v∥ 空間での位相空間密度を示す。

ここで、β ∈ [0, 1]と ∆ ∈ [0, 1]はロスコーンの形状をコン
トロールするパラメーターである。β = 0 のときは分布は
bi-Maxwellian になり、β = 1 に近づくにつれてロスコー
ンが顕著になる。また、∆ = 1 のときもロスコーンが埋
まって bi-Maxwellian になり、∆ = 0 のときにロスコーン
が顕著になる。本稿ではまず、∆ = 0 の場合を議論する。
θ∥, θ⊥ は磁力線水平／垂直方向の熱速度である。熱速度の
定義が √2 倍違う場合は適宜補正する。v∥ 成分と v⊥ 成
分は独立で、v∥成分はマクスウェル分布そのものである。
v⊥ 成分では、マクスウェル分布から別のマクスウェル分
布を引いてロスコーンの形を模倣している。∆ = 0 のと
き、円柱座標系で PSD の v⊥ 成分 gV (v⊥) を考えると

gV (v⊥) =
2πv⊥

πθ2⊥(1− β)

{
exp

(
−v2⊥
θ2⊥

)
− exp

(
− v2⊥
βθ2⊥

)}
(187)

となる。x ≡ v2⊥/θ
2
⊥ とおいて変数変換すると、以下の表

式を得る。

gX(x) =
1

1− β

(
exp (−x)− exp

(
−x

β

))
(188)

ここで subtracted Maxwellianの圧力を見てみよう。v∥
方向の圧力 P∥ はMaxwell分布のものと同じだから、

P∥ =
1

2
mNθ2∥ (189)

となる。v⊥ 方向の圧力 P⊥ は

P⊥ =
1

2

∫∫∫
f(v∥,v⊥)

(
mv2⊥

)
d3v

=
N

2

∫ ∞

0

gV (v⊥)
(
mv2⊥

)
dv⊥ =

1

2
Nmθ2⊥

∫ ∞

0

(
xgX(x)

)
dx

=
1

2
Nmθ2⊥(1 + β) (190)

となる。β = 0のときはマクスウェル分布と圧力が一致す
る。そして、βが大きくなると、v⊥の小さな粒子が減って
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v⊥ の大きな粒子が増えるため、垂直方向の実効温度が増
大する。また、ホイッスラー波などを生成する温度非等方
性由来の不安定にとって、プラズマ圧力の非等方性 A は
重要なパラメーターである。この場合の A は

A =
P⊥

P∥
− 1 =

θ2⊥
θ2∥

(1 + β)− 1 (191)

となる。エネルギー密度 E は以下のようになる。

E =
1

2
P∥ + P⊥ =

1

4
Nm

(
θ2∥ + 2θ2⊥(1 + β)

)
(192)

次に、著者ら [77]が最近提案した subtracted Maxwellian
の乱数生成方法を紹介する。v∥ 成分は既存の方法で生成
できるから、我々は v⊥ 成分のみを考えればよい。以下の
ように、２つの一様乱数 U1, U2 を使って新しい変数 x を
作ってみよう。

x← − logU1 − β logU2 (193)

右辺の各項を
s ≡ − logU1 (194)

t ≡ −β logU2 (195)

とおくと、これらは
s ∼ Gs(s) = exp (−s) , s ≥ 0 (196)

t ∼ Gt(t) =
1

β
exp

(
− t

β

)
, t ≥ 0 (197)

の指数分布に従って分布する。両者を足した x = s+ t の
分布は (196), (197) 式の畳み込み

G(x) =

∫ x

0

Gs(s) ·Gt(x− s) ds

=
1

1− β

{
exp (−x)− exp

(
−x

β

)}
(198)

となるから、(193) 式の手順で (188) 式の x を乱数生成で
きることがわかる。そして x を生成したのち、もう１つ
の一様乱数 U3 を使って方位角を決定し、v⊥1 と v⊥2 を
生成することは容易である。

v⊥1 = θ⊥
√
x cos(2πU3) (199)

v⊥2 = θ⊥
√
x sin(2πU3) (200)

v∥ 成分も含めた速度３成分の生成手順を表 IX(a) に示す。
表 IX(a) のアルゴリズムで、106個の粒子を使って β =

0.5 の subtracted Maxwellian を乱数生成した結果を図
18(a) に示す。位相空間密度を v⊥-v∥ 平面に表示してい
る。分布関数の内側の特徴を拡大して見るため、熱速度を
θ∥ = θ⊥ = θ = 1.5 とおいた。v∥方向に穴が空いた、ロス
コーン型の分布関数を生成できていることがわかる。
最後に ∆ ̸= 0 のケースを考える。(186) 式の v⊥ 成分

は、∆ の重みの Maxwell 分布と、1 − ∆ の重みの通常
の subtracted Maxwellian が重なっている。そこで、∆

TABLE IX. 各種ロスコーン分布の乱数生成法
(a) Subtracted Maxwellian [77, 82]

generate U1, U2, U3 ∼ U(0, 1)
generate N ∼ N (0, 1)

x← − logU1 − β logU2

// x← − logU1 − β log
(
min

(
U2

1−∆
, 1
))

v⊥1 ← θ⊥
√
x cos(2πU3)

v⊥2 ← θ⊥
√
x sin(2πU3)

v∥ ← θ∥
√

1/2 N

return v⊥1, v⊥2, v∥

(b) DGH 分布 [77]

generate X ∼ Ga(j + 1, 1)

generate U ∼ U(0, 1)
generate N ∼ N (0, 1)

v⊥1 ← θ⊥
√
X cos(2πU)

v⊥2 ← θ⊥
√
X sin(2πU)

v∥ ← θ∥
√

1/2 N

return v⊥1, v⊥2, v∥

(c) PAタイプ ロスコーン分布 [77]

generate N ∼ N (0, 1)

generate X1 ∼ Ga(3/2, 1)

generate X2 ∼ Ga(j + 1, 2)

generate U ∼ U(0, 1)

v⊥1 ← θ
√
X1

√
X2

N2 +X2
cos(2πU)

v⊥2 ← θ
√
X1

√
X2

N2 +X2
sin(2πU)

v∥ ← θ
√
X1

N√
N2 +X2

return v⊥1, v⊥2, v∥

の確率で bi-Maxwellian を生成し、残り 1 −∆ の確率で
subtracted Maxwellian を生成してやれば良い。そのよう
なロジックは、新しい一様乱数 U4 を使った条件分岐で実
装することができる。しかし本稿では、一様乱数 U4 を使
わずに済む技巧を紹介する。[82] (195) 式を

t ≡ −β log

(
min

(
U2

1−∆
, 1

))
(201)

とおくと、∆ の確率で t = 0 となり、1−∆ の確率で t は
指数分布に従って分布する。言い換えると、∆ の確率で
β = 0 相当である bi-Maxwellian を生成し、残り 1−∆ の
確率で subtracted Maxwellian を生成できるわけである。
つまり、(193)式を

x← − logU1 − β log

(
min

(
U2

1−∆
, 1

))
(202)

と置き換えれば、(186) 式に従う分布を生成することがで
きる。表 IX(a) では、3行目の代わりにコメントアウトさ
れている 4行目の手順を使えば良い。
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FIG. 18. (a) subtracted Maxwellian（θ = 1.5, β = 0.5,∆ = 0.0）、(b) DGH タイプのロスコーン分布 (θ = 1.5, j = 2.0)、(c) ピッ
チ角タイプのロスコーン分布 (θ = 2.0, j = 2.0)、(d) subtracted Kappa 分布（θ = 1.0, β = 0.5,∆ = 0.0）、(e) Summers/Dory タ
イプのカッパロスコーン分布 (θ = 1.5, j = 2.0)、(f) ピッチ角型カッパロスコーン分布 (θ = 2.0, j = 2.0) の乱数生成結果。[77, 82]
位相空間密度の v⊥–v∥ 平面での断面を示す。いずれも 106 個の粒子を利用。

C. Dory–Guest–Harris分布

Subtracted Maxwellian が広まる前によく使われていた
ロスコーン分布モデルがDory–Guest–Harris 分布（DGH
分布あるいは Dory タイプ分布。以降、本稿ではDGH分
布と略す）である。[17] 関数形は以下の通り。

f(v∥,v⊥) =
N

π3/2θ∥θ
2
⊥Γ(j + 1)

(
v⊥
θ⊥

)2j

exp

(
−
v2∥

θ2∥
− v2

⊥
θ2⊥

)
(203)

j（j ≥ 0）はロスコーン指数であり、垂直速度のべき乗
∝ (v2⊥)

j を使ってロスコーンの形状を近似している。j = 0
のときは bi-Maxwellian に一致し、j が大きくなるほど
ロスコーンが顕著になる。∆ = 0, β = 1 の subtracted
Maxwellian は j = 1 の DGH 分布に一致する。
v∥成分と v⊥成分は独立で v∥成分はマクスウェル分布と

一致するから、磁力線垂直方向の分布に注目する。円柱座
標系（v⊥, φ, v∥）を考えて v⊥1 ≡ v⊥ cosφ、v⊥2 ≡ v⊥ sinφ

とすると、

gV⊥(v⊥) =
2πv⊥

πθ2⊥Γ(j + 1)

(
v2⊥
θ2⊥

)j

exp

(
−v2⊥
θ2⊥

)
(204)

を得る。さらに x ≡ v2⊥/θ
2
⊥ と変数変換すると、得られる

分布関数は

gX(x) =
xje−x

Γ(j + 1)
= Ga(x; j + 1, 1) (205)

となる。
プラズマの圧力を考えると、v⊥ 方向の圧力 P⊥ は

P⊥ =
1

2

∫∫∫
d3v
{
f(v∥,v⊥)mv2⊥

}
=

N

2

∫ ∞

0

dv⊥

{
gV (v⊥)mv2⊥

}
=

1

2
Nmθ2⊥

∫ ∞

0

dx
{
xgX(x)

}
=

1

2
Nmθ2⊥

∫ ∞

0

dx

{
(j + 1)Ga(x; j + 2, 1)

}

=
1

2
Nmθ2⊥(1 + j) (206)

となり、v∥ 方向の圧力 P∥ はマクスウェル分布と同じ

P∥ =
1

2
Nmθ2∥ (207)

であるから、圧力非等方性 A は

A =
P⊥

P∥
− 1 =

θ2⊥
θ2∥

(1 + j)− 1 (208)

であり、エネルギー密度 E は

E =

∫∫∫
d3v f(v∥,v⊥) ·

1

2
m(v2∥ + v2⊥)

=
1

4
Nm

(
θ2∥ + 2θ2⊥(1 + j)

)
(209)
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である。これらは subtracted Maxwellian と同様、シンプ
ルで扱いやすい形をしている。

DGH 分布に従う速度分布を乱数生成することは容易で
ある。[77] (205) 式は形状パラメーター k = j + 1 のガン
マ分布そのものであるから、III C 章の方法でガンマ乱数
x を生成して、さらに方位角 φ 方向にランダムに割り振っ
て２つの成分 v⊥1, v⊥2 を生成すれば良い。これらの手順
を表 IX(b) にまとめた。j = 0のときは、正規分布を生成
する Box–Muller 法と一致する。
数値検証結果を図 18(b) に示す。これは j = 1.5 の

DGH 分布（(203)式）を 106 個の粒子で乱数生成したも
ので、位相空間密度を v⊥–v∥ 空間にプロットしたもので
ある。v∥軸沿いの密度ホールが見やすいよう、θ = 1.5 と
おいて図を拡大している。

D. ピッチ角型ロスコーン分布

前節・前々節（IXB章・IXC章）の２つの分布は、い
ずれもロスコーンの形状を v⊥ の関数で近似していた。そ
のため、例えば図 18(b) を見ると、v∥ 軸に沿って縦長の
ロスコーンが開いている。しかし、ロスコーンの生成原理
を考えると、v⊥ではなくピッチ角 α で形状が決まってほ
しい。本節では、IXA章と同様、ピッチ角の情報を利用
する。具体的には、任意の等方分布に対してピッチ角正弦
のべき乗

∝ (sinα)2j =
(v⊥

v

)2j
(210)

の重みを掛けてロスコーンを近似する。[28] j はロスコー
ン指数である。x ≡ cos2 α とおくと、IV章の (77)式の議
論から

S′ =

∫ π

0

∫ 2π

0

r2(sinα)2j+1 dφdα

= 4πr2 ·
{∫ π/2

0

(sinα)
2j+1

dα
}

= 2πr2 ·
∫ 1

0

x−1/2 (1− x)
j
dx

= 4πr2 ·W (j) ·
{∫ 1

0

Beta(x; 1/2, j + 1)dx

}
(211)

W (j) =
B(1/2, j + 1)

2
=

√
π

2
· Γ(j + 1)

Γ(j + 3/2)
(212)

となり、x が IIID 章で紹介したベータ分布に従って分布
することがわかる。W (j) は等方ケースを基準にした重み
換算係数である。これらをあわせて、任意の等方分布に対
して

1

W (j)

(
sinα

)2j
=

2√
π

Γ(j + 3/2)

Γ(j + 1)

(
sinα

)2j
(213)

を掛けると、さまざまな派生分布を作ることができる。例
えば、マクスウェル分布（(80)式）に (213) 式を掛けて、

ピッチ角（pitch angle; PA）タイプのロスコーン分布を
得る。

fLC(v)d
3v =

N0

π2θ3
2Γ(j + 3/2)

Γ(j + 1)

(v⊥
v

)2j
exp

(
− v2

θ2

)
d3v

(214)

=
N0

π2θ3
2Γ(j + 3/2)

Γ(j + 1)

(
sinα

)2j
exp

(
− v2

θ2

)
d3v

(215)

この分布の radial分布はマクスウェル分布と同じで、(210)
式の重みでピッチ角方向に再配分しただけである。従って、
分布全体の粒子のエネルギーはマクスウェル分布（(91)式）
と同じである。

E =

∫∫∫
fLC(v)

(
1

2
mv2

)
d3v =

3

4
N0mθ2 (216)

圧力はそれぞれ

P⊥ =
1

2

∫∫∫
fLC(v)

(
mv2⊥

)
d3v

=
W (j + 1)

2W (j)

3

2
N0mθ2 =

3

2

(
j + 1

2j + 3

)
N0mθ2 (217)

P∥ = 2(E − P⊥) =
3

2

(
1

2j + 3

)
N0mθ2 (218)

となり、温度非等方性 A は

A =
P⊥

P∥
− 1 = j (219)

となる。興味深いことに、これは subtracted Maxwellian
および DGH 分布の (191)、(208)式と一致する。なお、他
のロスコーン分布と同様、θ⊥ ̸= θ∥ の分布を扱うこともで
きる。その場合、α がピッチ角の意味を持たなくなってし
まうため、本稿では敢えて θ⊥ = θ∥ とした。
最後に (215)式のロスコーン分布を乱数生成する方法を

議論しよう。IIID 章の (54)式で、ガンマ乱数を２つ使っ
てベータ乱数を生成できることを述べた。[29, 91]

XGa(1/2,2)

XGa(1/2,2) +XGa(j+1,2)
∼ Beta(x; 1/2, j + 1) (220)

ここで、XGa(k,λ) は、形状・スケール (k, λ) のガンマ分
布に従う乱数である。λ は２つのガンマ乱数で同じものが
使われている限り何でも良いのだが、便宜上、λ = 2 とお
いた。III F 章の議論から、ガンマ分布 Ga(1/2, 2) は自由
度１のカイ二乗分布に従う乱数と等価であり、カイ二乗分
布は標準正規乱数 N ∼ N (0, 1) を二乗して得られるから、
ピッチ角が 0 ≤ α ≤ π の範囲で変化することを考慮する
と、ピッチ角の余弦（cosα）と正弦（sinα）は

cosα =
N√

N2 +XGa(j+1,2)

, (221)

sinα =

√
XGa(j+1,2)

N2 +XGa(j+1,2)
, (222)
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となる。さらに後者を一様乱数 U を使って経度方向に分
配すると、速度の垂直方向２成分を決めることができる。
これらの手順をまとめると、以下のようになる。

v∥ = V
N√

N2 +XGa(j+1,2)

v⊥1 = V

√
XGa(j+1,2)

N2 +XGa(j+1,2)
sin(2πU)

v⊥2 = V

√
XGa(j+1,2)

N2 +XGa(j+1,2)
cos(2πU)

(223)

(215) 式のロスコーン分布を生成するためには、V章の
(88)式でマクスウェル分布の radial分布を得てから、(223)
式の手順で方向を設定してやれば良い。ここまでの手順を
まとめたものが表 IX(c) である。[77] この手順でロスコー
ン分布を乱数生成した結果を図 18(c) に示す。ピッチ角 α
に応じて、自然なロスコーンが空いていることがわかる。

X. カッパロスコーン分布

カッパ分布とロスコーン分布を組み合わせたハイブリッ
ド分布がカッパ=ロスコーン（Kappa Loss-Cone; KLC）
分布である。以下、最新の Subtracted カッパ分布も含め
て、３タイプの KLC分布を紹介する。これらに加えて、
カッパ分布の radial 分布（VI 章）を生成してから IXA
章の方法を使えばKLC分布を作ることができるが、自明
であるため、本章では改めて述べないことにする。

A. Subtracted カッパ分布

Subtracted カッパ（subtracted Kappa; 以降、SK）分
布は、Summers & Stone [58] が subtracted Maxwellian
（IXB章）のカッパ拡張として提案した分布である。SK
分布の関数形は以下の通り。

fsk(v) d
3v = N0

Γ(κ+ 1)

(κπ)3/2θ∥θ
2
⊥Γ(κ−

1
2 ){

1−∆β

1− β

(
1 +

v∥
2

κθ2∥
+

v2
⊥

κθ2⊥

)−(κ+1)

− 1−∆

1− β

(
1 +

v∥
2

κθ2∥
+

v2
⊥

βκθ2⊥

)−(κ+1)}
d3v

(224)

ここで、κ > 3/2 はカッパ指数、β と ∆はロスコーンの
形状と埋まり具合を決めるパラメーターである。βは 0 か
ら 1 まで変化し、β = 0 のときはバイカッパ（非等方カッ
パ）分布、β = 1 のときは j = 1 の Summers/Doryタイ
プのカッパロスコーン分布（XB章）になる。∆も 0 から
1 まで変化し、∆ = 0 のときはロスコーンの最小密度がゼ
ロになり、∆ = 1 のとき、ロスコーンが埋もれてしまって
バイカッパ（非等方カッパ）分布になる。右辺を書き換え
ると以下のようになり、subtracted Maxwellian の (186)

式に対応していることがわかる。SK分布では、(186) 式
と違って v∥ 成分を分離できないことに注意する。

∝

{
∆

(
1 +

v∥
2

κθ2∥
+

v2
⊥

κθ2⊥

)−(κ+1)

+
1−∆

1− β

[(
1 +

v∥
2

κθ2∥
+

v2
⊥

κθ2⊥

)−(κ+1)

−

(
1 +

v∥
2

κθ2∥
+

v2
⊥

βκθ2⊥

)−(κ+1) ]}
(225)

SK分布の圧力、エネルギー密度、非等方性はそれぞれ
以下のようになる。２つのカッパ分布の重ね合わせで表現
されているため、圧力／エネルギーの計算は容易である。

P∥ =
κ

2κ− 3
N0mθ2∥, P⊥ =

κ(1 + β[1−∆])

2κ− 3
N0mθ2⊥,

(226)

E =
κ

2κ− 3
N0m

(
1

2
θ2∥ + (1 + β[1−∆])θ2⊥

)
, (227)

A =
P⊥

P∥
− 1 = (1 + β[1−∆])

θ2⊥
θ2∥
− 1 (228)

VI章の議論で、マクスウェル分布を生成したのち、形状
パラメーター κ− 1/2 のガンマ乱数で割ればカッパ分布が
得られることを紹介した。実は、SK分布を構成するカッ
パ分布成分は、subtracted Maxwellian のものと同じであ
るから、IXB章の手順で subtracted Maxwellian を生成
したのち、速度３成分を形状パラメーター κ− 1/2 のガン
マ乱数で割ってやれば良い。なお、この解法は、我々のグ
ループも含め同時期に２つのグループから提案されている。
[37, 82] フォーマルな証明は文献 [82] の 5章を参照してい
ただきたい。乱数生成方法を表 X(a) に示す。Subtracted
Maxwellian の生成手順（表 IX(a) および (202) 式）と見
比べると、各成分をファクター（2κ）倍して、追加のガン
マ乱数 Y で割っただけだということがわかる。この手順
で SK 分布を乱数生成した結果を図 18(d) に示す。v∥ 軸
付近にロスコーンを模した狭い空隙が出来ている。

B. Summers/Dory型カッパロスコーン分布

Summers & Thorne [57] が提案した、KLC ファミリー
の中では最もよく知られている分布である。本稿ではこ
の形を Summers タイプ KLC分布と読ぶが、IXC 章の
DGH 分布との類似性から Dory タイプあるいは DGH タ
イプと呼んでも良いだろう。

fKLC(v)d
3v =

N

π3/2θ∥θ
2
⊥κ

j+3/2

Γ(κ+ j + 1)

Γ(j + 1)Γ(κ− 1/2)

×
(
v⊥
θ⊥

)2j (
1 +

v∥
2

κθ2∥
+

v2
⊥

κθ2⊥

)−(κ+j+1)

d3v

(229)
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TABLE X. 各種 KLC 分布の乱数生成法

(a) Subtracted カッパ分布 [37, 82]

generate U1, U2, U3 ∼ U(0, 1)
generate N ∼ N (0, 1)

generate Y ∼ Ga(κ− 1/2, 2)

x← − logU1 − β logU2

// x← − logU1 − β log
(
min

(
U2

1−∆
, 1
))

v⊥1 ← θ⊥
√
2κx cos(2πU3)/

√
Y

v⊥2 ← θ⊥
√
2κx sin(2πU3)/

√
Y

v∥ ← θ∥
√
κN/
√
Y

return v⊥1, v⊥2, v∥

(b) Summers/Doryタイプ KLC分布 [77]

generate N ∼ N (0, 1)

generate Y ∼ Ga(κ− 1/2, 2)

generate X ∼ Ga(j + 1, 2)

generate U ∼ U(0, 1)
v⊥1 ← θ⊥

√
κX cos(2πU)/

√
Y

v⊥2 ← θ⊥
√
κX sin(2πU)/

√
Y

v∥ ← θ∥
√
κN/
√
Y

return v⊥1, v⊥2, v∥

(c) PAタイプ KLC分布 [77]

generate N ∼ N (0, 1)

generate Y ∼ Ga(κ− 1/2, 2)

generate X1 ∼ Ga(3/2, 2)

generate X2 ∼ Ga(j + 1, 2)

generate U ∼ U(0, 1)

V ←
√

X1
κθ2

Y

v⊥1 ← V

√
X2

N2 +X2
cos(2πU)

v⊥2 ← V

√
X2

N2 +X2
sin(2πU)

v∥ ← V
N√

N2 +X2

return v⊥1, v⊥2, v∥

ここで κ (> 3/2) はカッパ指数、j (≥ 0) はロスコーン指
数である。この分布は、j = 0 のときはロスコーンが消え
て標準（非等方）カッパ分布になり、j > 0 のときにロス
コーンが見えるようになる。圧力や圧力非等方性は

P∥ =
κ

2κ− 3
Nmθ2∥, P⊥ =

κ

2κ− 3
Nmθ2⊥(1 + j) (230)

A =
P⊥

P∥
− 1 =

θ2⊥
θ2∥

(1 + j)− 1 (231)

となる。
KLC 分布の乱数生成法を検討しよう。カッパ分布の標

準生成法（表 IV(b)）とDGH分布の生成手順（表 IX(b)）
を見比べると、表 X(b) の手順で KLC 分布を生成できそ
うだということがわかる。実際、予想通りに、表 X(b) の
手順で乱数を生成したときに、(229)式の分布を生成でき
ることを文献 [77] の 4章で証明している。興味のある方

はぜひ参照されたい。
表 X(b) のアルゴリズムで、KLC分布に従う 106 個の

粒子を乱数生成した結果を図 18(e) に示す。パラメーター
は、特徴速度 θ = θ∥ = θ⊥ = 1、カッパ指数 κ = 3.5、ロ
スコーン指数 j = 2 としている。v⊥–v∥ 空間に ∆v = 1/5

の解像度で位相空間密度をプロットした。DGH 分布と
同様、v⊥ のべき乗を用いてロスコーンを近似しているた
め、密度ホール（ロスコーン）が v∥ 方向に伸びている
ことが特徴である。v⊥ 方向の裾野には、位相空間密度が
fKLC(v) ∝ v

−2(κ+1)
⊥ = v−9

⊥ のべき乗で伸びている。この
ような裾野の広い分布は、簡単な棄却法では扱いにくいた
め、今回のような専用アルゴリズムが有効である。今後、
KLC分布プラズマの粒子シミュレーション研究が活発に
行われるようになることを期待する。

C. ピッチ角型カッパロスコーン分布

XA, XB 章の KLC 分布は v⊥ を使うため、ロスコー
ン部が上下に伸びて不自然である。そこで IXD 章同様、
ピッチ角 α の正弦の重みを使ってロスコーンを近似する。
関数形は以下の通りである。[70]

fKLC(v)d
3v =

N0

π2θ3κ3/2

2Γ(j + 3/2)Γ(κ+ 1)

Γ(j + 1)Γ(κ− 1/2)

×
(v⊥

v

)2j(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

d3v (232)

κ (> 3/2) はカッパ指数、j (≥ 0) はロスコーン指数で、
j = 0のときはロスコーンがなくなって標準カッパ分布に、
j > 0 のときにロスコーンが顕在化する。
この分布のエネルギー密度は、元になったカッパ分布の

エネルギー密度（(102) 式）と一致するから、

E =

∫∫∫
fKLC(v)

(
1

2
mv2

)
d3v (233)

=

∫∫∫
fκ(v)

(
1

2
mv2

)
d3v =

3

4

κ

κ− 3/2
N0mθ2

(234)

さらに圧力および非等方性は

P⊥ =
1

2

∫∫∫
fKLC(v)mv2⊥d

3v

=
W (j + 1)

2W (j)

3

2

κ

κ− 3/2
N0mθ2

=
3κ

2κ− 3

j + 1

2j + 3
N0mθ2 (235)

P∥ = 2(E − P⊥) =
3κ

2κ− 3

1

2j + 3
N0mθ2 (236)

A =
P⊥

P∥
− 1 = j (237)

となる。
VI 章で、等方カッパ分布の radial 分布に従う乱数を

(113) 式で生成することができることを紹介した。この速
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度に対して、球面展開の代わりに IXD 章の (223) 式を適
用すると、ピッチ角タイプの KLC 分布に従うベクトル v
を得ることができる。具体的な生成手順を表 X(c) にまと
めた。この手順でロスコーン分布を乱数生成した結果を図
18(f) に示す。より自然な形のロスコーンが開いているこ
とがわかる。

XI. リングおよびシェル分布

A. リング分布

太陽からの紫外線や、太陽風中のプラズマ粒子との電荷
交換で、恒星間空間由来の中性粒子がイオン化されること
がある。このようなイオンはピックアップイオン（PickUp
Ion; PUI）と呼ばれている。PUI は太陽風中の磁場のまわ
りをジャイロ回転しはじめ、ランダム方向に動いていたも
との熱速度に対して、太陽風の速度が十分に大きいため、
速度空間中に特徴的なリング状構造を作り出す。このよう
なリング分布を、例えば磁場と垂直方向に V の速度で太
陽風が流れているとして

f(v) =
1

2π
√
πθ∥V

exp

(
−
v2∥

θ2∥

)
· δ(|v⊥| − V ) (238)

のように表すことがある。θ∥は水平熱速度、δ はディラッ
クのデルタ関数である。解析的な扱いが少し難しくなるの
で、このように磁力線垂直方向の熱速度を考慮しないこと
も多い。垂直熱速度 θ⊥ が十分小さい（θ⊥ ≪ V）状況を
考え、Wu et al. [69] は以下の近似モデルを使っている。

fring(v)d
3v = N

1

π3/2θ∥θ
2
⊥C2

exp

(
−
v2∥

θ2∥
− (v⊥ − V )2

θ2⊥

)
d3v,

(239)

= N

{
1√
πθ∥

exp

(
−
v2∥

θ2∥

)
dv∥

}

×
{

2πv⊥
πθ2⊥C2

exp

(
− (v⊥ − V )2

θ2⊥

)
dv⊥

}
,

(240)

C2 = exp

(
−V 2

θ2⊥

)
+
√
π

(
V

θ⊥

)
erfc

(
− V

θ⊥

)
,

(241)

規格化定数 C2 の中の erfcは相補誤差関数（Complemen-
tary error function）である。このリング分布の垂直成分
は一見、シフトしたガウス分布であるが、分布の裾野が
v⊥ = 0 で不自然に打ち切られてしまうことに注意された
い。水平方向の圧力は

P∥ =
1

2
Nmθ2∥ (242)

垂直方向の圧力 [30]・エネルギー密度はそれぞれ以下のよ
うになる。

P⊥ =
Nmθ2⊥

2

{
1 +

V 2
sw

θ2⊥
+

√
π

2C2

Vsw

θ⊥
erfc

(
−Vsw

θ⊥

)}
(243)

E =
1

4
Nm

{
θ2∥ + 2θ2⊥

[
1 +

V 2
sw

θ2⊥
+

√
π

2C2

Vsw

θ⊥
erfc

(
−Vsw

θ⊥

)]}
(244)

乱数生成法は、磁力線水平成分と垂直成分を分けて考え
ると良いだろう。水平成分はマクスウェル分布そのもので
ある。Umeda et al. [63] は、(240) 式の右辺の２つめの {}
項の垂直分布を逆変換法で解いた。その詳細はわからない
が、おそらく累積分布関数の数値テーブルを生成して、補
完・参照することで逆変換を実装したのではないだろうか。

CDFring(v⊥) = 1−
exp

(
− (v⊥−V )2

θ2
⊥

)
+
√
π V

θ⊥
erfc

(
v⊥−V
θ⊥

)
C2(

V
θ )

(245)

裾野が遠方まで伸びる power-law 分布とは違って、裾野
が急激に落ちるガウス分布なので v⊥ の範囲も限られてい
る。数値テーブルを使った逆変換法は良い選択肢だろう。
さらに文献 [82] は３区間に分けたサンプリング関数を利
用して、棄却法でリング分布を乱数生成する方法を紹介し
ている。粒子の採択率は 86% 以上であり実用性も高い。
興味のある方は、文献 [82] の 7 章と Appendix を参照さ
れたい。この棄却法を実装して、106 個の粒子を使ったベ
ンチマーク結果を図 19(a) に示す。
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FIG. 19. リング分布（(239) 式）およびリング=マクスウェル
分布（(246)式）の磁力線垂直方向成分。それぞれの厳密解（黒
線）と、106 個の粒子を使った数値計算結果（青ヒストグラム）
を示す。パラメーターは θ⊥ = 1, V = 5 とした。

B. リング=マクスウェル分布

次に最近 Usami & Horiuchi [65] が提案したリング分布
モデルを紹介する。

fRM(v) =
N

π3/2θ∥θ
2
⊥
exp

(
−
v2∥

θ2∥
− v2⊥ + V 2

θ2⊥

)
I0

(
2v⊥V

θ2⊥

)
(246)

= N

{
1√
πθ∥

exp

(
−
v2∥

θ2∥

)}

×
{

1

πθ2⊥
exp

(
−v2⊥ + V 2

θ2⊥

)
I0

(
2v⊥V

θ2⊥

)}
(247)
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FIG. 20. リング=マクスウェル分布の生成原理。(A)ピックアッ
プ時点のシード分布と (B) ジャイロ回転によって生成されたリ
ング状分布。

ここで、I0(x) は第１種修正ベッセル関数である。原著者
は Vsw ≲ θ⊥ のケースを扱っていたため、この分布を擬似
マクスウェル分布（pseudo Maxwellian）と呼んでいたが、
本稿では旧リング分布を代替する役割を重視してリング=
マクスウェル分布（ring Maxwellian）と呼ぶことにする。
V = 0 のときは I0(0) = 1 となり、(246) 式は（バイ・）
マクスウェル分布になる。
以下、リング=マクスウェル分布を導出する。図 20Aの

ように、一定の温度広がりを持つプラズマ分布が太陽風中
にピックアップされたとする。太陽風系から見た垂直方向
の初期分布関数は

g0(v⊥) =
1

πθ2⊥
exp

(
− (v⊥ − V )2

θ2⊥

)
(248)

である。これを円筒座標系 (r, φ) で書き直すと

g0(v⊥) =
1

πθ2⊥
exp

(
−r2 + V 2

θ2⊥

)
exp

(
2rV cosφ

θ2⊥

)
,

(249)

となるが、これがジャイロ回転によって φ方向に散乱・平
均化されると、以下のようなリング分布 ḡ(v⊥)になる（図
20B）。

ḡ(v⊥) =

{
1

2π

∫ 2π

0

g0(v⊥)dφ

}
(250)

=
1

πθ2⊥
exp

(
−r2 + V 2

θ2⊥

)
×
{

1

2π

∫ 2π

0

exp

(
2rV cosφ

θ2⊥

)
dφ

}
(251)

=
1

πθ2⊥
exp

(
−r2 + V 2

θ2⊥

)
I0

(
2rV

θ2⊥

)
(252)

最後の式変形には、DLMF [45] の修正ベッセル関数の公
式 10.32.3を用いた。この ḡ(v⊥)をリング=マクスウェル
分布の垂直成分（(247) 式の右辺２つめの {}）に採用すれ
ば良い。

DLMF [45] の公式 10.25.2 を使って、(252) 式を r = 0

付近でテイラー展開すると

ḡ(v⊥) =
1

πθ2⊥
exp

(
−V 2

θ2⊥

)
×
{
1− r2

θ2⊥
+O

(
r4
)}{

1 +

(
V 2

θ2⊥

)
r2

θ2⊥
+O

(
r4
)}

(253)

=
1

πθ2⊥
exp

(
−V 2

θ2⊥

){
1 +

(
V 2

θ2⊥
− 1

)
r2

θ2⊥
+O

(
r4
)}

(254)

となる。右辺の r2 の項の係数に注目すると、Usami &
Horiuchi [65] 論文でも議論されたように、V ≤ θ⊥ のと
き、リング=マクスウェル分布は中央に１つのピークを持
つのに対して、θ⊥ < V のとき、リング状の密度構造を持
つことがわかる。
リング=マクスウェル分布のエネルギーや圧力などは、

比較的簡単な式で表すことができる。水平成分はマクス
ウェル分布と同じである。

P∥ =
1

2
N0mθ2∥, E∥ =

1

4
N0mθ2∥, (255)

実効温度 θ⊥ のシード分布をエネルギーを保存したまま散
乱したことを考えると、垂直成分のもつエネルギー密度

E⊥ =
1

2
N0m(V 2 + θ2⊥) (256)

が求まり、ここから容易に以下を得ることができる。

P⊥ =
1

2
N0m(V 2 + θ2⊥), E =

1

4
N0m

(
θ2∥ + 2(V 2 + θ2⊥)

)
,

A =
V 2 + θ2⊥

θ2∥
− 1. (257)

生成原理を考えると、リング=マクスウェル分布の乱数
生成手順は簡単である。アルゴリズムを表 XI(a) に示す。
さらに、106 個の粒子を使った数値計算結果を図 19(b) に
示す。パラメーターは、θ⊥ = 1, V = 5 とした。θ⊥ ≪ V
のとき、リング分布（(239)式）とリング=マクスウェル
分布（(246)式）は非常によく似ており、前者の PSD の
ピークは v⊥ = 5 にあるが、後者の PSD のピークは 1%
ほど内側の v⊥ = 4.95 付近にある。両分布の違いが出て
くるのは、ピークから数 σ 離れた裾野の部分なので、実
用上、両者の違いは問題にならないだろう。逆に θ⊥ ≳ V
のとき、両分布の違いが顕著になってくる。このパラメー
ター領域ではリング分布の不自然さが目立つようになる。
こうした分布関数の自然な形状や、統計量の表しやすさを
考えて、我々はリング分布よりもリング=マクスウェル分
布を利用することをお勧めする。

C. シェル分布

本章の前半で紹介したリング状分布のプラズマは、さら
にピッチ角散乱を受けて等方的な分布になると考えられて
いる。そのような等方的なシェル状分布をモデル化するに
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TABLE XI. リング・シェル分布の乱数生成法
(a) リング=マクスウェル分布生成法 [82]

generate N1, N2, N3 ∼ N (0, 1)

generate X1 ∼ U(0, 1)
v∥ ← (Θ∥/

√
2)N1

v⊥1 ← (Θ⊥/
√
2)N2 + V cos(2πX1)

v⊥2 ← (Θ⊥/
√
2)N3 + V sin(2πX1)

return v⊥1, v⊥2, v∥

(b) シェル=マクスウェル分布生成法 [82]

generate N1, N2, N3 ∼ N (0, 1)

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
vx ← (θ/

√
2)N1 + V (2U1 − 1)

vy ← (θ/
√
2)N2 + 2V

√
U1(1− U1) cos(2πU2)

vz ← (θ/
√
2)N3 + 2V

√
U1(1− U1) sin(2πU2)

return vx, vy, vz

(c) Filled-shell 分布生成法 [82]

generate U1, U2, U3 ∼ U(0, 1)
v ← V · (U1)

1/(3+p)

vx ← v (2U2 − 1)

vy ← 2v
√

U2(1− U2) cos(2πU3)

vz ← 2v
√

U2(1− U2) sin(2πU3)

return vx, vy, vz

は、以下のようなガウシアン幅を考慮したシェル分布が使
われる。[21, 72]

fshell(v)d
3v =

N0

2πθ3C3(
V
θ )

exp

(
− (|v| − V )2

θ2

)
d3v,

(258)

C3(x) = x exp(−x2) +
√
π

(
x2 +

1

2

)
erfc(−x).

(259)

ここで V は特徴シェル速度、θはガウシアン幅、C3(x)は
補助関数である。この分布の圧力・エネルギーを計算する
と以下のようになる。

P =
N0mθ2

6

{
5 + 2

V 2

θ2
−
√
π

C3(
V
θ )

erfc

(
−V

θ

)}
(260)

E =
N0mθ2

4

{
5 + 2

V 2

θ2
−
√
π

C3(
V
θ )

erfc

(
−V

θ

)}
(261)

PICシミュレーションでシェル分布を乱数生成するに
は、(258)式を極座標で書き換えた radial 分布を考えると
良い。

4πv2fshell(v) = N0
2v2

θ3C3(
V
θ )

exp

(
− (|v| − V )2

θ2

)
, (262)

この分布を生成するには 2つの方法がある。1つめは、(262)
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FIG. 21. シェル分布（(258)式）およびシェル=マクスウェル分
布（(264) 式）の速度分布関数。それぞれの厳密解（黒線）と、
106 個の粒子を使った数値計算結果（青ヒストグラム）を示す。
パラメーターは θ = 1, V = 5 とした。

式の累積分布関数

CDFshell(v) =

∫ x

0
4πv2fshell(v)dv∫∞

0
4πv2fshell(v)dv

= 1−
(v+V )

θ exp
(
− (v−V )2

θ2

)
+
√
π
(

V 2

θ2 + 1
2

)
erfc

(
v−V
θ

)
C3(

V
θ )

(263)

の数値テーブルを生成して、これを補完・参照する逆関数
法を実装することである。2つめは、文献 [82] で紹介する
区分棄却法を用いることである。この方法に興味のある方
は、文献 [82]の 7章と Appendixを参照されたい。区分棄
却法を使って、シェル分布を乱数生成した結果を図 21(a)
に示す。

D. シェル=マクスウェル分布

先述のシェル分布は、規格化定数以外の式の形こそ簡単
だったが、統計量や乱数生成法が複雑で扱いにくい。そこ
で、リング=マクスウェル分布の議論を 3次元に拡張して、
筆者らが新たに提案するのが次のシェル=マクスウェル分
布である。

fsM(v)d3v =
N0

4rV θ(π)3/2

×
{
exp

(
− (r − V )2

θ2

)
− exp

(
− (r + V )2

θ2

)}
d3v

(264)

V は特徴シェル速度、θはシード分布の熱速度でシェルの
広がりを表す。
シェル=マクスウェル分布は、リング=マクスウェル分

布とほぼ同様の手順で導出することができる。[82] 図 22
のように、バルク速度 V で動いている熱広がり θ のシー
ド分布を考える。

f(v) =
N0

(πθ2)3/2
exp

(
− (v − V )2

θ2

)
, (265)
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FIG. 22. シェル=マクスウェル分布の生成過程。ピックアップ
された熱分布（左）が 3次元的に散乱して、広がりを持ったシェ
ル状の分布を形成する（右）。

この分布を全方向に散乱して得られる等方分布 fsM(r) が
fsM(r)4πr2dr

=
N0

(πθ2)3/2

×
{∫∫

exp

(
−r2 + V 2 − 2rV cosα

θ2

)
sinαdαdφ

}
r2dr

=
2πN0

(πθ2)3/2
exp

(
−r2 + V 2

θ2

){∫ 1

−1

exp

(
2rV µ

θ2

)
dµ

}
r2dr

= Eq. (264)× 4πr2dr (266)

の関係を満たすことから、(264)式を得ることができる。
途中、極座標 (r, α, φ) およびピッチ角余弦 µ ≡ cosαを利
用した。分布関数がマクスウェル分布の引き算で表現され
ているあたり、IXB 章の subtracted Maxwellian に通じ
るところがあり面白い。
リング=マクスウェル分布の議論と同様、(264)式をさ

らにテイラー展開すると

fsM(r) =
N0

4rV θ(π)3/2
exp

(
−V 2

θ2

)
exp

(
−r2

θ2

)
×
{
exp

(
2rV

θ2

)
− exp

(
−2rV

θ2

)}
≃ N0

4rV θ(π)3/2
exp

(
−V 2

θ2

)(
1− r2

θ2
+O(r4)

)
×
{
4rV

θ2

(
1 +

2r2V 2

3θ4
+O(r4)

)}
≃ N0

(πθ2)3/2
exp

(
−V 2

θ2

)
×
{
1 +

(
2V 2 − 3θ2

3θ4

)
r2 +O(r4)

}
(267)

となり、V ≈
√

3/2θ を境にして中心密度が凸になるか凹
になることがわかる。

シェル=マクスウェル分布のエネルギー密度は、もとの
シード分布関数を観測者系から見たときのエネルギーと一
致するから

E =
1

2
N0m(V 2 +

3

2
θ2). (268)

であり、等方性を考えると圧力も

P =
2

3
E = N0m

(
1

3
V 2 +

1

2
θ2
)
, (269)

となる。
分布の乱数生成法も自明であろう。シード分布のマク

スウェル分布成分とバルク速度の散乱を別々に考えて、表
XI(b) の手順で分布を生成すればよい。この手順でシェル
=マクスウェル分布を生成した結果を図 21(b) に示す。

E. Filled-shell分布

深部太陽圏では、プラズマ波動や乱流によってシェル状
に散乱されたピックアップイオンが、太陽風の断熱膨張など
の影響を受けて相対的にエネルギーを失っていく。その結
果、速度 v に対して power-lawの関数になるような”filled-
shell” 分布が形成されると考えられている。Vasyliunas–
Siscoe モデル [67] という名で言及されることもある。関
数形は以下の通り。

ffs(v) =
N0(3 + p)

4πV 3+p
vp · H(V − v) (270)

ここで H(x) はヘビサイド関数、p > −3 はべき指数であ
る。ヘビサイド関数を使って、特徴速度（多くの場合、太
陽風速度 Vsw に相当）よりも大きな速度をカットしてい
る。この分布のエネルギー密度や圧力は

P =
3 + p

3(5 + p)
N0mV 2, E =

3 + p

2(5 + p)
N0mV 2. (271)

となる。例えば Zank et al. [74] は p = −3/2 として、以
下の分布関数を議論している。

fvs(v) =
3N0

8πV 3/2
v−

3
2H(Vsw − v),

P =
1

7
N0mV 2, E =

3

14
N0mV 2. (272)

Filled-shell 分布を乱数生成する場合、基本的な関数形
が power-law 形であることを利用して radial 分布を生成
した後、(79) 式を利用してベクトルを 3次元にランダムに
割り振ってやれば良い。アルゴリズムを表 XI(c)にまとめ
た。また、この解法で 106 個の粒子を使って p = −3/2 の
Filled-shell 分布を乱数生成した結果を図 23(a) に示す。

XII. その他の等方分布

A. Super Gaussian

Super Gaussianは、レーザープラズマ・宇宙プラズマの文
脈で議論される [18, 39, 68]マクスウェル分布の拡張のひと
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FIG. 23. (a) p = 3, θ = 1 の super Gaussian 分布の位相空間密度の厳密解（黒線）と乱数生成結果（青のヒストグラム）。(b)
p = −3/2, V = 2 の filled-shell 分布の位相空間密度の厳密解（黒線）と乱数生成結果（青のヒストグラム）。

つである。数学的には多変量の指数べき分布（Multivariate
Exponential Power Distribution）と言うこともできる。関
数形は以下の通り：

fsg(v)d
3v =

N0p

4πθ3Γ(3/p)
exp

{
−
(v
θ

)p}
d3v, (273)

θは特徴速度、pはべき指数で p = 2 のときはマクスウェ
ル分布に一致する。密度・圧力・エネルギーなどの統計量
は、x ≡ (v/θ)p と置き換えて計算すれば良い。

N =

∫ ∞

0

fsg(v)4πv
2dv

= N0

{∫ ∞

0

Ga(x; 3/p, 1)dx

}
= N0 (274)

P =
1

3

∫
fsg(v)mv2d3v

=
1

3
N0mθ2

Γ(5/p)

Γ(3/p)

{∫ ∞

0

Ga(x; 5/p, 1)dx

}
=

1

3
N0mθ2

Γ(5/p)

Γ(3/p)
, (275)

E =

∫
fsg(v)

(
1

2
mv2

)
d3v =

1

2
N0mθ2

Γ(5/p)

Γ(3/p)
, (276)

なお、非等方な super Gaussian を

fsg(v)d
3v = N0

p

2θΓ(1/p)
exp

{
−
(
v∥

θ∥

)p}
× p

2πθ2Γ(2/p)
exp

{
−
(
v⊥
θ⊥

)p}
d3v,

(277)

のような形で議論することもある。[68] この形は p ̸= 2 の
とき、θ∥ = θ⊥ であっても (273) 式とは一致しないので、
本来は次のように定義すべきだろう。

fsg(v)d
3v =

N0p

4πθ∥θ
2
⊥Γ(3/p)

exp

−
(
v2∥

θ2∥
+

v2⊥
θ2⊥

)p/2
 d3v,

(278)

TABLE XII. Super-Gaussian の乱数生成法
Super-Gaussian 生成法 [82]

generate X ∼ Ga(3/p, 1)

generate U1, U2 ∼ U(0, 1)
v ← θX1/p

vx ← v (2U1 − 1)

vy ← 2v
√

U1(1− U1) cos(2πU2)

vz ← 2v
√

U1(1− U1) sin(2πU2)

return vx, vy, vz

等方 super Gaussianの速度分布を乱数生成する場合は、
(274) 式が形状パラメーター 3/p のガンマ分布であること
を使って radial profile を生成し、その後速度ベクトルを
３次元方向にランダムに割り振ってやれば良い。アルゴリ
ズムを表 XII に示す。このアルゴリズムで 106 個の粒子
を使って p = 3 の super Gaussian を乱数生成した結果を
図 23(b) に示す。

B. n分布

太陽物理では、マクスウェル分布に速度の (n− 1) 次の
重みを掛けた n 分布を議論することがある。[55, 85] 規格
化定数を Cn とする。

fn(v)d
3v = N0Cn

(v
θ

)n−1

exp

(
−v2

θ2

)
d3v (279)

Cn =
1

2πθ3Γ(n/2 + 1)
(280)

分布関数の極座標形（d3v → 4πv2dv）を変数 x ≡ (v2/θ2)
を使って書き換えると

Fn(x)dv = N0 · 2πθ3Cnx
n/2e−xdx

= N0 Ga(x;n/2 + 1, 1)dx (281)
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のように形状パラメーター k = n/2 + 1 のガンマ分布と
なる。n分布プラズマのエネルギー密度は

E =
1

2
mθ2

∫ ∞

0

xFn(x)dx

=
1

2
mθ2

Γ(n/2 + 2)

Γ(n/2 + 1)

∫ ∞

0

Ga(x;n/2 + 2, 1)dx

=
1

2
mθ2(n/2 + 1) (282)

となる。

C. ケアンズ分布, カッパ=ケアンズ分布

ケアンズ（Cairns）分布 [12] は、マクスウェル分布に速
度の 4乗モーメント成分を足し合わせたものである。以下
は Cairns et al. [12]論文で議論された１次元分布であり、
α = 0のときは１次元マクスウェル分布と一致する。

fC(v)dv =
N0

(1 + 3α)
√
2πv2t

(
1 + α

v4

v4t

)
exp

(
− v2

2v2t

)
dv

(283)

α ̸= 0 で新たに追加される成分は、vの符号に影響されな
い偶数次のべき乗を使う必要があり、ここでは vの 4乗を
採用している。この成分は n = 5の n 分布（XIIB章）に
相当する。2乗を飛ばして 4乗を使う理由はわからないが、
2乗では新たな特徴が目立たないのかもしれない。熱速度
の定義を我々の流儀に合わせたうえで（2v2t → θ2）、ケアン
ズ分布を 3次元に拡張すると以下のようになる。[14, 51]

fC(v)d
3v =

N0

(1 + 15
4 α)(πθ2)3/2

(
1 + α

v4

θ4

)
exp

(
−v2

θ2

)
d3v

(284)

係数 α は、熱速度の流儀にあわせ α→ 4ᾱ のように補正
しても良い。(284)式の極座標形（d3v → 4πv2dv）を変数
x ≡ (v2/θ2) を使って書き換えると以下のようになる。

FC(x)dx = N0

Ga(x; 3/2, 1) + 15
4 αGa(x; 7/2, 1)

1 + 15
4 α

dx

(285)

右辺分子第 1項の形状パラメーター k = 3/2 のガンマ分
布成分がマクスウェル分布に対応することは、V章で議論
した。α ̸= 0 のとき、1 : 15

4 α の割合で k = 7/2 のガンマ
分布成分が加わっていることがわかる。
3次元ケアンズ分布のエネルギー密度は

E =
1

2
mθ2

∫ ∞

0

xFC(x)dx

=
1
2N0mθ2

1 + 15
4 α

∫ ∞

0

{
3

2
Ga(x; 3/2, 1) +

105

8
αGa(x; 7/2, 1)

}
dx

=
1

2
N0mθ2

3
2 + 105

8 α

1 + 15
4 α

(286)

となる。
ケアンズ分布を乱数生成する場合は、
1. 1 : 15

4 α の確率で合成法（II C章）で処理を分配
2. k = 3/2 あるいは 7/2 のガンマ乱数（III C章）を
生成

3. x から v に変換して球面展開（IV章）
という手順を取れば良い。疑似コードの掲載は省略する。
さらに、カッパ分布に速度の 4 乗成分を足し合わせ

たカッパ=ケアンズ分布（Kappa–Cairns分布, KC分布;
Vasyliunas–Cairns 分布とも）が議論されることもある。
[3, 14, 51] うち文献 [3] の規格化定数は間違っているので
注意する。

fKC(v)d
3v =

N0

(1 + 15
4 α · κ2

(κ−5/2)(κ−3/2) )(πκθ
2)3/2

Γ(κ+ 1)

Γ(κ− 1/2)

(
1 + α

v4

θ4

)(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

d3v (287)

同様に (287)式の極座標形（d3v → 4πv2dv）を x ≡ (v2/κθ2) で書き換えると

FKC(x)dx = N0

(
x1/2 + ακ2x5/2

)
(1 + x)

−(κ+1)

(1 + 15
4 α · κ2

(κ−5/2)(κ−3/2) )B(3/2, κ− 1/2)
dx = N0

B′ (x; 3
2 , κ−

1
2

)
+ 15

4
ακ2

(κ−5/2)(κ−3/2)B
′ (x; 7

2 , κ−
5
2

)
1 + 15

4
ακ2

(κ−5/2)(κ−3/2)

dx

(288)

となり、2つのベータプライム分布が重なり合っていることがわかる。エネルギー密度は以下のようになる。

E =
1

2
mκθ2

∫
xFKC(x)dx

=
1
2N0mκθ2

B(3/2, κ− 1/2) + ακ2B(7/2, κ− 5/2)

∫ {
B

(
5

2
, κ− 3

2

)
B′
(
x;

5

2
, κ− 3

2

)
+ ακ2B

(
9

2
, κ− 7

2

)
B′
(
x;

9

2
, κ− 7

2

)}
dx

=
1

2
N0mθ2

3κ

2κ− 7
× (κ− 7/2)(κ− 5/2) + ακ2(35/4)

(κ− 3/2)(κ− 5/2) + ακ2(15/4)
(289)
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先行研究 [3, 14, 51]では κを κ > 3/2あるいは κ > 5/2で定義しているが、エネルギーを発散させないためには κ > 7/2
が必要である。

カッパ=ケアンズ分布を乱数生成する場合は、(288) 式
を参考に一定の確率で処理を振り分け、ベータプライム乱
数（IIID章）を生成し、得られた速度を球面上に展開す
る。KC分布を必要とするのはかなりの上級者であろうか
ら、これ以上の具体的な説明は不要だろう。
さらに Abid et al. [4] はケアンズ分布と (r, q) 分布を組

み合わせたAZ分布を提案している。具体的な関数形には
ここでは触れない。これらのケアンズ系分布は係数が非常
に複雑で間違いやすい印象がある。自分の仕事で使う場合
は、注意深く係数を検証していただきたい。

XIII. 相対論的マクスウェル分布

プラズマの温度 T が静止質量エネルギー mc2 と比べて
無視できない場合（電子の場合、512 keV が静止質量エネ
ルギーに相当する）には、相対論的なプラズマ分布を考慮
する必要がある。その中でも最も基本的な分布は、マクス
ウェル分布を拡張した相対論的マクスウェル分布である。
この分布を Maxwell–Jüttner分布 [27] あるいは Jüttner–
Synge 分布と呼ぶこともある。相対論的マクスウェル分布
の関数形は

f(p)d3p =
N

4πm2cTK2(mc2/T )
exp

(
−γmc2

T

)
d3p

(290)

である。p = mγvは粒子の運動量、γ = [1−(v/c)2]−1/2 は
ローレンツ因子、Kn(x) は第２種修正 Bessel 関数である。
(290)式を極座標 (p, θ, φ) で書き直すと

f(p)dp =
N

m2cTK2(mc2/T )
exp

(
−
√
1 + (p/mc)2

T

)
p2dp

(291)

となる。前節までは、極座標で書き直したときに F (v) =
f(v)4πv2 のように大文字化していたが、この節以降、極
座標版も f(v) と書くことにする。以降、t = T/mc2 とお
いたうえで、簡単のため m = c = 1, N = 1 とする。

f(p)dp =
1

tK2(1/t)
exp

(
−
√
1 + p2

t

)
p2dp

=
1

tK2(1/t)
exp

(
−γ

t

)
p2dp (292)

ここで、文献 [59] を参考に相対論的マクスウェル分布
の基本量を確認しよう。DLMF [45] の公式 10.32.8 より、

Kν(x) =

√
π(x/2)ν

Γ(ν + 1/2)

∫ ∞

0

exp (−x cosh(s)) sinh2ν(s)ds

(293)

この (293)式の両辺を xν で割って xで微分する。さらに
Bessel関数の基本関係式

d

dx

(
Kn(x)

xn

)
= −Kn+1(x)

xn
(294)

を使うと、以下の有用な関係を得ることができる。[59]

Kν+1(x) =

√
π(x/2)ν

Γ(ν + 1/2)

×
∫ ∞

0

exp (−x cosh(s)) sinh2ν(s) cosh(s)ds

(295)

次に p = sinh(s) とおくと、容易に dp = cosh(s)ds, γ =
cosh(s) が得られる。(293)式と (295) 式から

Kν(1/t) =

√
π(1/2t)ν

Γ(ν + 1/2)

∫ ∞

0

exp
(
−γ

t

)
p2ν

dp

γ
(296)

Kν+1(1/t) =

√
π(1/2t)ν

Γ(ν + 1/2)

∫ ∞

0

exp
(
−γ

t

)
p2νdp (297)

の 2式が得られる。(297)式に ν = 1 を代入すると

K2(1/t) =
1

t

∫ ∞

0

exp
(
−γ

t

)
p2dp (298)

となるから、(292)式の規格化定数の妥当性 ∫∞
0

f(p)dp = 1

を確認することができる。次に、相対論的マクスウェル分
布の圧力を考える。気体の圧力は特定方向へのモーメント
フラックス、言い換えると 3方向へのモーメントフラック
スの総和の 1/3に相当するから、(296)式に ν = 2 を代入
したものを用いて

P =
1

3

∫ ∞

0

f(p) p2
dp

γ
=

1

3

∫ ∞

0

f(p) · (pv)dp = t (299)

となる。これは規格化前の単位系の P = NT に相当する。
同様に（静止質量エネルギーを除いた）運動エネルギー密
度 Ekin は

Ekin =

∫ ∞

0

f(p)(γ − 1)mc2dp

=

∫ ∞

0

f(p)(1 + p2)
dp

γ
−
∫ ∞

0

f(p)dp

=
(3t− 1)K2(1/t) +K1(1/t)

K2(1/t)

=
3K3(1/t)− 4K2(1/t) +K1(1/t)

4K2(1/t)
(300)

となる。式変形の途中でベッセル関数の公式 xK3(x) −
xK1(x) = 4K2(x) を利用した。これは文献 [62] の Ap-
pendix E の見積もりとも一致する。t→ 0 のとき、

Ekin ≈
3

2
t (301)

であり、t→∞ のとき、
Ekin ≈ 3t (302)
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に漸近する。
プラズマ粒子シミュレーションやモンテカルロシミュ

レーションで相対論的マクスウェル分布を乱数生成する
ために、これまでさまざまな数値解法が提案されてきた。
[13, 54, 56, 60, 75, 76, 79] これら全てが棄却法を使ったア
ルゴリズムである。本稿では、4つのアルゴリズムを駆け
足で紹介する。

A. Sobol法

Sobol [56] 法は、ロシアの数学者 Sobol がモンテカルロ
計算の草創期に提案したアルゴリズムである。t → ∞ の
超相対論的極限で分布関数の radial 形（(292) 式）は

f(p)dp ≈ N

tK2(1/t)
exp

(
−p

t

)
p2dp

≈ N

2t3Γ(2)
exp

(
−p

t

)
p2dp = N

(
Ga(p; 3, t)

)
dp

(303)

となり、形状パラメータ k = 3 のガンマ分布（Erlang 分
布）に漸近する。途中、DLMF [45] のベッセル関数の公
式 10.30.2 を利用した。この事実を踏まえて (292) 式を

f(p)dp =
1

tK2(1/t)
exp

(
−
√
1 + p2

t

)
p2dp

=
2t2

K2(1/t)
Ga(p; 3, t)

×

{
exp

(
p−

√
1 + p2

t

)}
dp (304)

のように変形し、右辺が k = 3 のガンマ分布と {...} の関
数の積で与えられることに注目する。{...} の部分は 0以
上 1未満の値を取るため、前者のガンマ乱数を生成してか
ら、後者を判定条件とする棄却法を適用してやれば良さそ
うである。III C 章の議論から、k = 3 のガンマ乱数は 3
つの一様乱数 X1, X2, X3 を使って

p ≡ −t logX1X2X3 (305)

とすれば生成することができる。次に、もう 1つの一様乱
数 X4 を使って

exp

(
u−
√
1 + u2

t

)
> X4. (306)

を採択条件とする棄却法を考える。新しい変数

η ≡ −t logX1X2X3X4 (307)

を導入すると (306) 式の条件は

η = (p− t logX4) >
√
1 + p2 (308)

⇔ η2 − p2 > 1 (309)

となり、(305), (307), (309) 式の 3段階の手順で相対論的
マクスウェル分布（(292)式; (304)式）の p の分布を生成
できることがわかる。[56, 75] あとはこの pを、IV章の手
順で球面上にランダムにばら撒いて、3次元ベクトル p を
得れば良い。ここまでの全手順を表 XIII(a) にまとめた。
棄却法の生成効率は (304)式の先頭の係数の逆数

effsobol(t) =
1

2t2
K2(1/t) (310)

である。[47]
余談だが、主著者の銭谷は 2014年、文献 [75] で Sobol

法を議論するために、Sobol の原典 [56] を探していた。こ
の記事が掲載されているロシア語プロシーティングがア
メリカのイリノイ大学アーバナ・シャンペーン校の図書
館で見つかったため、共著者の岡が勤務するカリフォル
ニア大学バークレイ校まで全米図書館ネットワーク経由
で取り寄せてもらって、該当記事のコピーを入手した経
緯がある。世界の図書館を連結したWorldCatデータベー
ス (https://search.worldcat.org/) と、協力してくだ
さった国内外の関係者に感謝する。

B. Schnittman 法

Schnittman & Krolik [54]のAppendixで紹介された方
法である。(291) 式をローレンツ因子 γ の形で書き直して
さらに変形する。

f(γ)dγ =
1

tK2(1/t)
exp

(
−γ

t

)
γ2β dγ

=
(2t2 + 2t+ 1)e−1/t

K2(1/t)
× g(γ)× β dγ (311)

ここで、g(γ) は 1 ≤ γ < ∞ で定義された区間ガンマ分
布である。全体の分布が 1 になるよう規格化定数を調整
した。

g(γ) =
e1/t

t(2t2 + 2t+ 1)
exp

(
− γ

t

)
γ2,

∫ ∞

1

g(γ) dγ = 1,

(312)

(311) の右辺は、定数 × 確率分布 × 0以上 1未満の数、
の３要素で構成されているから、(312) 式の分布を作って
から β を判定条件とする棄却法を使えば、f(γ) の分布を
得られることがわかる。
Schnittman & Krolik [54] は、(312) 式の累積分布関数

CDF(x) =

∫ x

1

g(γ)dγ = 1− 2t2 + 2xt+ x2

2t2 + 2t+ 1
exp

(
− x− 1

t

)
(313)

を考え、一様乱数 X1 を使って逆変換法で γ の分布を求
めた。

γ = CDF−1(X1) (314)

ただし逆関数の計算は容易ではなく、何らかの root finder
を使う必要がある。そして、もうひとつの一様乱数 X2 を
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使って

X2 < β =

√
γ2 − 1

γ
(315)

のときの γ を採用して、f(γ) に従う γ の分布を得る。棄
却法の採択効率は、(311) 式の定数部の逆数

effSK(t) =
K2(1/t) e

1/t

2t2 + 2t+ 1
(316)

である。

C. 区分棄却法

この方法は、Swisdak [60]が提案した効率の良い棄却法
を、筆者 [79] がさらに改良したものである。そのロジッ
クを図 24 を使って説明する。温度 t = 1 の相対論マクス
ウェル分布の理論曲線を黒線で、棄却法のサンプリング関
数を赤線で示している。

<latexit sha1_base64="p4iGEewEN9MEGAKE7NS+ES4z9w8="></latexit>

(xR, fm)

<latexit sha1_base64="7MlJkv00B3SJmc/uFsO5ajQiD3g="></latexit>

(p⇤L, f(p
⇤
L))

<latexit sha1_base64="pF80Z8tqpkX+4mjpHTXOergF9/E="></latexit>

(x→
L, fm)

<latexit sha1_base64="e5mECotbOXLji+5pqPClWPckCo0="></latexit>

(pR, f(pR))
<latexit sha1_base64="BgnkWUPGN7RmN43Was54gqwvLe0="></latexit>

fm/e

<latexit sha1_base64="Hj3B9EocreO80YVAna1gwngnouk="></latexit>

(pm, fm)

FIG. 24. 相対論的マクスウェル分布（t = 1; 黒線）に対する、
区分棄却法 [60, 79]のサンプリング関数（赤線; 本文参照）とモ
ンテカルロ計算結果。

簡単のため、相対論的マクスウェル分布の (292)式の規
格化定数を落として

f(p) = exp

(
−
√

1 + p2

t

)
p2 (317)

とおく。この分布の最頻値（ピーク位置）pm は
p2m = 2t

(
t+

√
1 + t2

)
(318)

であり、分布の最大値を
fm = f(pm) (319)

とする。そして図 24 の赤線で示すように、以下のサンプ
リング分布を考える。
hL(p) = fm ·

p

x∗
L

(0 < p ≤ x∗
L) (320)

hC(p) = fm (x∗
L < p ≤ xR) (321)

hR(p) = f(pR) exp

(
−p− pR

λR

)
(xR < p) (322)

左側の (320) 式の直線は、原点を通って p = p∗L で分布
関数と接する直線である。このような接点 p∗L およびサン
プリング関数の切り替え点 x∗

L は ∂p (f(p)/p) = 0 から求
められ、

(p∗L)
2 =

1

2

(
t2 + t

√
4 + t2

)
(323)

x∗
L =

fm
f(p∗L)

p∗L (324)

となる。次に右側の (322) 式の指数関数を議論する。左
（L）の座標に * をつけているのに対して右（R）にはつけ
ておらずアンバランスであるが、これは原論文 [79] に合
わせた表記なのでご容赦いただきたい。接点の座標 pR を

pR =

(
2.358− 1.168

2 + 3t+ 5t2

)
pm (325)

とすると、指数関数の勾配スケール λR と右切り替え点
xR は

λR =

∣∣∣∣ f(pR)f ′(pR)

∣∣∣∣ = pRt
√
1 + p2R

p2R − 2t
√

1 + p2R
(326)

xR = pR − λR log
fm

f(pR)
(327)

となる。(317)式は対数凸：(log f)′′ = −1/[t(1+p2)3/2]−
2/p2 < 0 であるため、この１点で指数関数と接すること
が保証される。数学的には、右接点 pR を f(pR) = fm/e
を満たすようにとると棄却法の採択効率を最適化できる。
[16] そのような pR を求めることは非常に難しく、先行研
究 [60] では root finder で数値解を求めていた。代わり
に筆者が頑張ってフィッティングした近似式が (325) 式で
ある。
各区間の面積は

SL =

∫ x∗
L

0

hL(p)dp =
1

2
fmx∗

L (328)

SC =

∫ xR

x∗
L

hC(p)dp = fm(xR − x∗
L) (329)

SR =

∫ +∞

xR

hR(p)dp = fmλR (330)

であるから、以下の確率で 3区間に処理を分配すれば良い。

πi =
Si∑

(SL + SC + SR)
, (i = L,C,R), (331)

左区間では、一様乱数 U を用いて

x←
√
U (332)

として、三角分布 f(x) = 2x (x ∈ [0, 1]) を生成する。中
央区間は一様分布である。右区間では、一様乱数 U を用
いて

x← −λ logU (333)
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TABLE XIII. 相対論的マクスウェル分布生成法
(a) Sobol法 [56, 75]

repeat

generate X1, X2, X3, X4 ∼ U(0, 1)
p← −t lnX1X2X3

η ← −t lnX1X2X3X4

until η2 − p2 > 1.

generate X5, X6, X7 ∼ U(0, 1)
px ← p (2X5 − 1)

py ← 2p
√

X5(1−X5) cos(2πX6)

pz ← 2p
√

X5(1−X5) sin(2πX6)

return px, py, pz

(c) 修正 Canfield法 [76]

compute π3, π4, π5 for given t using Eqs. (337)–(338)

repeat

generate X1, X2 ∼ U(0, 1)
if X1 < π3 then i← 3

elseif X1 < π3 + π4 then i← 4

elseif X1 < π3 + π4 + π5 then i← 5

else i← 6

endif

generate x ∼ Ga(i/2, t)

until X2 < 0.95 or X2 < R(x) // (343) 式（圧搾法）
generate X3, X4 ∼ U(0, 1)
p←

√
x (x+ 2)

px ← p (2X3 − 1)

py ← 2p
√

X3(1−X3) cos(2πX4)

pz ← 2p
√

X3(1−X3) sin(2πX4)

return px, py, pz

(b) 区分棄却法 [60, 79]

f(p)← Eq. (317)

p2m ← 2t
(
t+
√
1 + t2

)
, fm ← f(pm)

(p∗L)
2 ← 1

2

(
t2 + t

√
4 + t2

)
, x∗

L ←
fm

f(p∗L)
p∗L

pR ←
(
2.358− 1.168

2 + 3t+ 5t2

)
pm

λR ← Eq. (326), xR ← pR + λR log
f(pR)

fm
S ← xR − 1

2
x∗
L + λR

πL ←
x∗
L

2S
, πR ←

λR

S
, πC ← 1− πL − πR

repeat

generate X1, X2 ∼ U(0, 1)
if X1 < πL then // Left slope

p← x∗
L

√
X1/πL

if pX2 ≤ f(p)x∗
L/fm break

else if X1 ≤ πL + πC then // Central box

p← x∗
L + (xR − x∗

L)((X1 − πL)/πC)

if X2 ≤ f(p)/fm break

else // Right tail

U ← (X1 − πC − πL)/πR

p← xR − λR logU

if UX2 ≤ f(p)/fm break

endif

end repeat

generate X3, X4 ∼ U(0, 1)
px ← p (2X3 − 1)

py ← 2p
√

X3(1−X3) cos(2πX4)

pz ← 2p
√

X3(1−X3) sin(2πX4)

return px, py, pz

として、指数分布 f(x) = exp (−x/λ) を生成する。これ
で３区間の面積を埋めるサンプリング分布を生成できるか
ら、あとは棄却法を使って、目的の分布（(317)式）を切
り出してやれば良い。一連のアルゴリズムを表 XIII(b) に
まとめた。区間を分配するときに使った一様乱数 X1 を例
えば (X1/πL) のような形で再利用しているのは、乱数の
個数と計算コストを削減する技巧である。
棄却法の採択率は

effsw(t) =
1

SL + Sm + SR
=

1

fm(xR − 1
2x

∗
L + λR)

(334)

であり、概ね 90–93%程度である。表 XIII(b) の手順で、
106 個の粒子を使って相対論的マクスウェル分布を乱数生
成した結果を、図 24 の青色ヒストグラムに示す。数値解
が黒線の厳密解とよく一致していることがわかる。このと
きの棄却法の採択率は 92.3% であった。
余談だが、左側のサンプリング関数を hL(p) ∝ ps のよ

うな「べき」乗関数にするとさらに採択率を改善すること
ができて、s ≈ 1.4（t≪ 1 の極限）から s ≈ 1.1（t≫ 1）
にべき指数が変化させて採択率を 92–93%にすることもで

きる。ただし、改善幅とコードの複雑さを秤にかけると、
シンプルな直線（s = 1）アルゴリズムで十分だろう。

D. 修正 Canfield法

本項では著者らが Canfield et al. [13]の手法を整理・改
良した修正 Canfield法 [76] を紹介する。静止質量で規格
化された粒子の運動エネルギーを xとおく。

x ≡ Ekin
mc2

= γ − 1, (335)

このとき (292)式は以下のようになる。

f(x)dx =
e−1/t

tK2(1/t)
e−x/t (1 + x)

√
x(x+ 2) dx (336)

次に、重み係数 wi(t)、確率係数 πi(t)、棄却関数 R(x) を
定義する。a = 0.56、b = 0.35 は定数である。Canfield論



39

文 [13]に倣って添字を i = 3, 4, 5, 6とする。

w3(t) =
√
π, w4(t) = a

√
2t,

w5(t) =
3b
√
πt

2
, w6(t) = (2t)3/2, (337)

πi(κ, t) =
wi(κ, t)∑6
i=3 wi(κ, t)

(i = 3, 4, 5, 6), (338)

R(x) ≡ (1 + x)
√
x+ 2√

2 + ax1/2 + b
√
2x+ x3/2

(339)

これらの (337)–(339)式とガンマ分布（III C章, (34)式）
を用いて (336)式を

f(x)dx =

√
te−1/tS(t)√
2K2(1/t)

(
6∑

i=3

πi(t) Ga
(
x;

i

2
, t
))

R(x) dx

(340)

と書き換える。さらに R(x) を取り除いたサンプリング分
布 F (x) を定義する。

F (x)dx =

√
te−1/tS(t)√
2K2(1/t)

(
6∑

i=3

πi(t) Ga
(
x;

i

2
, t
))

dx

(341)∑6
i=3 πi(t) = 1 となるよう πi(t) を定義したため、

(340),(341)式の右辺の大括弧部は、４種類のガンマ分布が
確率 πi(t) で重ね合わさっている状態に相当する。この部
分を合成法（II C章）で処理する。一様乱数 X1 ∼ U(0, 1)
と確率 πi(t) を使って、ガンマ分布を１つ選んで乱数生成
すれば、(341)式の分布を得ることができる。ガンマ分布
の乱数生成法は、III C 章を参照されたい。この確率 πi(t)
は、温度 t に応じて図 25 のように変化する。t≪ 1また
は t≫ 1 の極限では、粒子分布は k = 3/2 あるいは k = 3
のガンマ分布に漸近する。
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FIG. 25. 確率密度 π3, π4, π5, π6 の温度依存性

次に、得られた粒子分布に対して棄却法を適用する。
(339) 式の棄却関数は 0.957 ≲ R(x) < 1 の範囲で変化
する。そこで一様乱数 X2 ∼ U(0, 1) を用いて

X2 < R(x) (342)

を満たすかどうかを判定する。技巧的だが、0.957 ≲ R(x)
であることがわかっているので

X2 < 0.95 or X2 < R(x) (343)

という条件を使っても良い。こうすると、95% の場合は前
半の条件だけで判定できて、残り 5% の場合だけ棄却関数
R(x) を呼び出して計算すれば良いので、計算量を節約す
ることができる。この方法を「圧搾法（squeeze method）」
と呼び、地味だが有効な技法である。これらの条件を満た
したときに、x の値を採用する。条件を満たさなかった場
合は、粒子を棄却してX1の生成からやり直す。これらの
手順を繰り返すことで (340) 式の分布を得ることができ
る。さらに

p =
√
x(x+ 2) (344)

を経て運動量 pの分布（(291) 式）を得ることができる。
最後に IV章の (79) 式の球面展開を使って、p の x, y, z
成分を得る。ここまでの流れを疑似コードにまとめたもの
が表 XIII(c) である。
(340)式の分布を作るために (341)式のサンプリング分

布を生成したわけだから、棄却法の採択効率は

effMJ(t) =

∫∞
0

f(x)dx∫∞
0

F (x)dx

=

√
2e1/tK2(1/t)

√
t
(√

π + a ·
√
2t+ b · 3

√
πt
2 + (2t)3/2

) .
(345)

である。

E. 比較

棄却法の採択率の相対論的温度 t = T/mc2 に対する依
存性を図 26 に示す。Sobol法（(310)式）、Schnittman法
[54] ((316)式)、区分棄却法（(334)式）、修正 Canfield法
（(345)式）、他のいくつかの方法（Swisdak法 [60]、Canfield
法 [13]）の採択効率を比較している。区分棄却法は 90%
（非相対論側）から 93%（超相対論側）、修正 Canfield法
は全パラメーター領域で 95%以上の効率が出ている。区
分棄却法のベースになった Swisdak法も常時 88–90% の
数字を出している。Canfield法は、XIIID章で a = b = 1
とした結果と等価である。t ≈ 1 あたりで効率が 70% ぐ
らいに落ちるものの、概ね良い性能を示している。Sobol
法はシンプルで使いやすいうえ、超相対論的温度（t≫ 1）
では非常に効率が良い。しかし非相対論側では実用になら
ない。Schnittman法は Sobol法より効率が良いが、同様
に非相対論側で効率が落ちてしまう。
実際の利用状況では、採択率に加えて、さまざまな要素

によってコードのパフォーマンスが決まる。例えば、比較
的計算負荷が大きな乱数の利用個数も大事な要素である。
Sobol法と修正Canfield法は乱数を 6つ程度使うのに対し
て、区分棄却法や Swisdak法は乱数を 4つ程度しか使わ
ない。一方で区分棄却法・Swisdak法は、毎回 (317)式を
評価して棄却判定する必要があり、計算が重くなる要素を
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FIG. 26. 相対論的マクスウェル分布の乱数生成効率。Sobol法
[56, 75]（青; (310)式）、Schnittman 法（水色; (316) 式）、区分
棄却法 [79]（紫; (334) 式）、修正 Canfield 法（赤; (345) 式）、
および他の手法（Swisdak法 [60]、Canfield法 [13]）の採択効率
を示す。

持っている。Schnittman法・Swisdak法は root finder を
使うため、実行コストが高くなる。これらの諸々の数値解
法の性能を、さまざまな利用状況と実行環境で検証すべき
であろう。

XIV. 相対論的カッパ分布

カッパ分布を拡張した相対論的カッパ分布は、以下の形
で与えられる。[22]

fRK(p)d
3p = NκA(κ, t)

(
1 +

γ − 1

κt

)−(κ+1)

d3p (346)

ここで

A(κ, t) =

Γ
(
κ+ 1

2

)
(2πmκTκ)3/2(κ+ 1) Γ(κ− 2) 2F1

(
− 3

2 ,
5
2 ;κ+ 1

2 ; 1−
κTκ

2mc2

)
(347)

は規格化定数、Nκ はプラズマ密度、Tκ は特徴温度、2F1

は超幾何関数、κ は κ パラメーター、t ≡ Tκ/mc2 は規格
化された特徴温度である。κ パラメーターの定義域は非相
対論では κ > 3/2 であったが、相対論では κ > 3 となる。
相対論的高エネルギー領域では p ≈ γ となるため、エネ
ルギー密度 ∫∞

0
γfRK(p)dp ∝

∫∞
0

p2−κdp が κ = 3 で発散
するからである。この分布の最頻値 pm は

p2m =
2
(
κ2t2 − 2κt+ κ+

√
κ (κt2 + κ− 2t) (κt− 1)

)
(κ− 1)2

(348)

である。κ→∞ のときは相対論的マクスウェル分布の値
（(318)式）に漸近する。
次に、Han-Thanh et al. [22], Xiao [71] の議論を参考に

規格化定数を確認する。前節と同様に運動エネルギー

x ≡ E

mc2
= γ − 1 (349)

を導入する。密度の積分は

Nκ =

∫ ∞

0

fRK(p)4πp
2dp (350)

= 4π(mc)3NκA(κ, t)

×
∫ ∞

0

(
1 +

x

κt

)−(κ+1)

(1 + x)
√
x(x+ 2) dx

(351)

であるが、途中計算の都合上、さらに x = 2y と置き直すと

Nκ = 16π(mc)3NκA(κ, t)

×
{∫ ∞

0

y1/2(1 + y)1/2(
1 + 2y

κt

)κ+1 dy + 2

∫ ∞

0

(y3/2(1 + y)1/2(
1 + 2y

κt

)κ+1 dy
}

(352)

となる。(352) 式に対して、DLMF [45] の公式 15.6.2 5,
15.5.13, 15.8.1：

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ ∞

0

sb−1(1 + s)a−c

(1 + [1− z]s)
a ds (353)

(c− a− b)2F1(a, b; c; z) + a(1− z)2F1(a+ 1, b; c; z)− (c− b)2F1(a, b− 1; c; z) = 0, (354)

2F1(a, b; c; z) = (1− z)−b
2F1

(
c− a, b; c;

z

z − 1

)
(355)



41

を順に使っていくと

Nκ =
8π3/2(mc)3NκA(κ, t)Γ (κ− 2)

Γ
(
κ+ 1

2

) {
(κ− 2) · 2F1

(
κ+ 1,

3

2
;κ+

1

2
; 1− 2

κt

)
+ 3 · 2F1

(
κ+ 1,

5

2
;κ+

1

2
; 1− 2

κt

)}
=

16π3/2(mc)3NκA(κ, t)(κ+ 1)Γ (κ− 2)

κtΓ
(
κ+ 1

2

) 2F1

(
κ+ 2,

5

2
;κ+

1

2
; 1− 2

κt

)
=

(2πκt)3/2(mc)3NκA(κ, t)(κ+ 1)Γ (κ− 2)

Γ
(
κ+ 1

2

) 2F1

(
−3

2
,
5

2
;κ+

1

2
; 1− κt

2

)
(356)

となり、(347) 式の規格化定数を得ることができる。同様に x = 2y および (353), (355), (347) 式を使って

P =
1

3

∫ ∞

0

fRK(p)
p2

mγ
4πp2dp =

16

3
πm4c5NκA(κ, t)

∫ ∞

0

y3/2(1 + y)3/2(
1 + 2y

κt

)κ+1 dy

=
4(π)3/2m4c5NκA(κ, t)Γ(κ− 3)

Γ(κ− 1
2 )

2F1

(
κ+ 1,

5

2
;κ− 1

2
; 1− 2

κt

)
=

(2πm)3/2(κTκ)
5/2NκA(κ, t)Γ(κ− 3)

Γ(κ− 1
2 )

2F1

(
−3

2
,
5

2
;κ− 1

2
; 1− κt

2

)
= NκTκ

κ(κ− 1
2 )

(κ+ 1)(κ− 3)
× 2F1

(
− 3

2 ,
5
2 ;κ−

1
2 ; 1−

κTκ

2mc2

)
2F1

(
− 3

2 ,
5
2 ;κ+ 1

2 ; 1−
κTκ

2mc2

) (357)

を得る。これは Han-Thanh et al. [22] の (20) 式と一致する。なお、Xiao [71] が議論している p∥, p⊥ はモーメントの
二乗であり、圧力（＝モーメントフラックス）ではないことに注意する。非相対論の Tκ → 0 の極限ではDLMF [45] の
公式 15.4.20 を使って (104) 式と同じ

P =NκTκ
κ

κ− 3
2

(358)

を得ることができる。エネルギー密度も (353), (355), (347) 式の助けを得て

E =

∫ ∞

0

fRK(p)(γ − 1)mc24πp2dp = 32π(m4c5)NκA(κ, t)

{∫ ∞

0

y3/2(1 + y)1/2(
1 + 2y

κt

)κ+1 dy + 2

∫ ∞

0

(y5/2(1 + y)1/2(
1 + 2y

κt

)κ+1 dy

}

=
24π3/2(m4c5)NκA(κ, t)Γ (κ− 3)

Γ
(
κ+ 1

2

) {
(κ− 3) 2F1

(
κ+ 1,

5

2
;κ+

1

2
; 1− 2

κt

)
+ 5 · 2F1

(
κ+ 1,

7

2
;κ+

1

2
; 1− 2

κt

)}
=

24π3/2(m4c5)NκA(κ, t)Γ (κ− 3)

Γ
(
κ+ 1

2

) (
κt

2

)5/2{
(κ− 3) 2F1

(
−1

2
,
5

2
;κ+

1

2
; 1− κt

2

)
+

5κt

2
2F1

(
−1

2
,
7

2
;κ+

1

2
; 1− κt

2

)}

= NκTκ

3κ
{
2F1

(
− 1

2 ,
5
2 ;κ+ 1

2 ; 1−
κTκ

2mc2

)
+ 5κTκ

2(κ−3)mc2 2F1

(
− 1

2 ,
7
2 ;κ+ 1

2 ; 1−
κTκ

2mc2

)}
2(κ+ 1) 2F1

(
− 3

2 ,
5
2 ;κ+ 1

2 ; 1−
κTκ

2mc2

) (359)

となる。

(359) 式はXiao [71] の (41) 式と等価なはずで、数値的に
は結果が一致することを確認している。

次に、我々が修正 Canfield法をベースに開発した乱数
生成法を紹介する。[76] (346) 式の極座標形を、(349) 式
の運動エネルギー x を用いて書き表すと以下のようにな

る。なお、簡単のため Nκ = m = c = 1 とした。

fRK(p)dp = 4πA(κ, t)

(
1 +

γ − 1

κt

)−(κ+1)

p2 dp (360)

fRK(x)dx = 4πA(κ, t)
(
1 +

x

κt

)−(κ+1)

× (1 + x)
√
x(x+ 2) dx (361)

そして、重み関数 wi(κ, t) と確率関数 πi(κ, t) を定義す
る。これらが κ と t の関数であることに注意する。定数
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TABLE XIV. 相対論的カッパ分布の乱数生成法
修正 Canfield法 [76]

compute π3, π4, π5 for given κ, t using Eqs. (362)–(363)

repeat

generate X1, X2 ∼ U(0, 1)
if X1 < π3 then i← 3

elseif X1 < π3 + π4 then i← 4

elseif X1 < π3 + π4 + π5 then i← 5

else i← 6

endif

generate X3 ∼ Ga(i/2, 1), X4 ∼ Ga(κ+ 1− i/2, 1)

x← κt× X3

X4

until X2 < 0.95 or X2 < R(x; a, b)

generate X5, X6 ∼ U(0, 1)
p←

√
x (x+ 2)

px ← p (2X5 − 1)

py ← 2p
√

X5(1−X5) cos(2πX6)

pz ← 2p
√

X5(1−X5) sin(2πX6)

return px, py, pz

a = 0.56、b = 0.35および棄却関数 R(x)（(364)式← (339)
式）は前節と同じものである。

w3(κ, t) =

√
π

2
Γ
(
κ− 1

2

)
, w4(κ, t) = a

√
κt Γ(κ− 1),

w5(κ, t) =
3b
√
2π

4
(κt) Γ

(
κ− 3

2

)
,

w6(κ, t) = 2(κt)3/2 Γ(κ− 2) (362)

πi(κ, t) =
wi(κ, t)∑6
i=3 wi(κ, t)

(i = 3, 4, 5, 6), (363)

R(x) ≡ (1 + x)
√
x+ 2√

2 + ax1/2 + b
√
2x+ x3/2

. (364)

(362)–(364)式と一般化ベータプライム分布 B′(x) を使う
と、(361) 式を以下のように書き換えることができる。右
辺の係数の詳細は省略する。

fRK(x)dx ∝

(
6∑

i=3

πi(κ, t) B
′
(
x;

i

2
, κ+ 1− i

2
, 1, κt

))
×R(x) dx (365)

大括弧 (...) 内の分布は πi の確率（重み）で４種類のベー
タプライム分布を重ね合わせた分布である。ベータプライ
ム分布に従う乱数 x は、(64)式より、２つのガンマ乱数
XGa(k,λ) を使って

x = κt×
XGa(i/2,1)

XGa(κ+1−i/2,1)
. (366)

と計算できる。そして前節と同様、棄却関数 R(x)を使って
fRK(x)（(365)式）を得たのち、x を p に変換して、p を空
間３成分に分配すれば良い。一連のロジックを表 XIV に
まとめた。採択効率は、前節で解説した Maxwell–Jüttner
分布の採択効率と同様、95 ∼ 100 %である。これは性質の
よい棄却関数 R(x)（(339)・(364)式）を利用したためであ
る。生成効率の理論式は本稿では省略する。前章（XIIID
章）の修正 Canfield 法と共通部分が多いため、コードの
開発も容易であろう。
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FIG. 27. 相対論的カッパ分布の乱数生成結果。運動量ヒストグ
ラム（青）と厳密解（黒; (360) 式）。

この方法で相対論的カッパ分布を乱数生成した結果を
図 27 に示す。相対論的カッパ温度 t = 1.0, カッパ指数
κ = 3.5 のカッパ分布を 106 個の粒子を用いて乱数生成
した。粒子の運動量 |p| のヒストグラム（青）が、黒線の
厳密解（(360) 式）とよく一致する。また、右側の高エネ
ルギー部分に f(p)dp ∝ p−(κ−1)dp（この場合は p−2.5）の
「べき」乗成分が綺麗に見えている。低エネルギーの熱的
コア成分から高エネルギーの「べき」乗成分に変化する、
カッパ分布の特徴がよく現れている。
この方法は我々が知る限り、相対論的カッパ分布向けに

作られた最初の数値解法である。その後、Davelaar et al.
[15] が独立に a = b = 1 相当の解法を公表している。

XV. 分布関数のローレンツ変換

これまでは主に静止系で粒子分布を考えてきたが、次は
一定速度で動いている系で見える粒子分布を議論する。ま
ず、非相対論の場合（ガリレイ変換）を考えよう。例えば、
+x 方向に速度 V0 で移動する Shifted Maxwell 分布

f(v)d3v = N
1

(πθ)
3
2

exp

(
−
(vx − V0)

2 + v2y + v2z
θ2

)
d3v

(367)
を得るためには、マクスウェル分布を生成した後、vx ←
vx + V0 とするだけで十分である。しかしバルク速度 V0

が相対論的になる場合には、さらなる工夫が必要になる。
相対論的速度で +x 方向に動く相対論的マクスウェル
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FIG. 28. 相対論的高温分布関数のバルク・ローレンツ因子 Γ0 に対する依存性。３次元の速度分布関数を、バルク流方向成分 ux = (γv)x
に対して投影した。

分布（Shifted Maxwell–Jüttner分布）は、観測者系では

f ′(u′)d3u′ =
N ′

4πm2cTK2(mc2/T )

× exp
(
− −Γ0(ε

′ − β0mcu′
x)

T

)
d3u′ (368)

と表すことができる。ここで β0 = V0/c および Γ0 =
(1−β2

0)
−1/2 は、バルク速度とそのローレンツ因子である。

また、ε′ = γ′mc2 は粒子のエネルギーである。後の議論
と整合性を持たせるため、観測者系での物理量に ′ を追加
した。Shifted Maxwell–Jüttner分布は exp の引数の中の
関数形が複雑であるため、本稿 XIII 章で紹介した Sobol
法などをそのまま使うことは難しい。
図 28 に、バルクのローレンツ因子 Γ0 = 10 で +x 方

向に流れている相対論的高温 T = mc2 の粒子分布（(368)
式）を赤線で示した。参考までに、T = mc2 の静止系の
Maxwell–Jüttner分布（(290)式）を赤の点線で示す。静
止系では分布が等方であるから、ux = 0 を軸にして左右
対称である。しかし、(368)式の分布は、左右対称性が崩
れて、大きく右に延びていることがわかる。
このような非対称性は、分布関数の +x 方向へのロー

レンツ変換と対応している。ローレンツ変換には、エネル
ギー・運動量のローレンツ変換と、時間・空間のローレンツ
変換の２種類がある。前者は、粒子（質点）のエネルギー・
運動量を変換するもので、今回の場合は

γ′ = Γ0(γ + β0ux)

u′
x = Γ0(ux + β0γ)

u′
y = uy

u′
z = uz

(369)

となる。プラズマ分布関数を扱う場合は、これに加えて、
時間・空間のローレンツ変換を考慮する必要がある。図
29(a) でイメージするように、同じ空間ボックス内のプラ
ズマ分布をローレンツ変換する場合でも、対応する空間要
素のローレンツ収縮の仕方は一定でない。観測者にとって
は、注目している分布関数要素（d3u）の運動の仕方（エ
ネルギー・運動量）に応じて、空間要素（d3x）のローレ
ンツ収縮の仕方が変わるため、結果的にプラズマの密度が
違って見えることになる。この効果は

γd3x = γ′d3x′ (370)

あるいは
d3u

γ
=

d3u′

γ′ (371)

と表される。静止系（S系）と観測者系（S′系）との間で
分布関数を変換する際は

f ′(u′)d3u′ = f(u)
(γ′

γ

)
d3u (372)

となって、以下の補正項（空間要素補正ファクター; volume
transform factor）が必要になる。

γ′

γ
= Γ0(1 + β0vx) (373)

実用上、Γ0 は定数なので、粒子数を割り振る時点で調整す
ることが可能である。一方、(373) には静止系分布関数の
ブースト方向の速度成分 vx に依存する項が入っている。
ブースト方向の分布関数要素は強い収縮を受けて高密度に
見えて、遠ざかる方向の分布関数は逆に密度が下がって見
えるわけである。この補正の影響は、バルク速度 U0 と静
止系での粒子の熱速度の両方が相対論的である場合に顕著
である。例えば図 28 では、静止系の Maxwell–Jüttner分
布（赤の点線）を Shifted Maxwell–Jüttner分布（赤の実
線）にローレンツ変換する際に密度補正を無視すると黒の
点線のようになり、エネルギー流などに最大 25% の誤差
をもたらす。[75]
この密度補正効果を PICシミュレーションに取り入れ

るためには、４つの方法がある。１つめの方法は、ローレ
ンツ変換後の表式（例えば (368) 式）を使って、粒子を初
期化することである。ローレンツ変換（(369)）および密
度補正（(371), (373)）を使えば、任意の分布関数の観測
者系での表式を得ることができる。特に Swisdak [60] は、
(368) 式の分布関数に対して同様の棄却法を適用する方法
を議論している。しかし、アルゴリズムが少し複雑である
ことや、exp 形の分布関数に特化しているため、本稿では
議論しないことにする。２つめの方法は、ローレンツ変換
の際に粒子の「重み」を調整することである。実際、2010
年代前半にこの問題を認識していた研究者の多くはこの方
法で対応していたようである。しかし、重みの違う粒子を
混在させることは、計算精度や解析の手間を考えるとあま
り望ましくない。そして、バルク流および粒子の熱速度の
ローレンツ因子 Γ0, γ が大きい場合には、期待される重み
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FIG. 29. (a) 空間要素 d3x のローレンツ変換。(b) 密度を補正
する符号反転法 [75] を図解したもの。

の比も大きくなって、利用者の悩みも大きくなる。３つめ
の方法は、ローレンツ変換の際に棄却法で粒子数を調整す
ることである。一定数の粒子を捨てるため、粒子を追加す
る処理が必要になるが、この方法を使うのは、シミュレー
ションの初期化の際であるから大きな問題にならないはず
である。４つめの方法は、重み補正が影響しないパラメー
ターを注意深く選ぶことである。当然、パラメーターの範
囲は限られてしまう。
最後に、３つめの密度調整処理を効率化する「符号反

転法 [75]」を紹介する。この方法は、乱数分野ではMonty
Python法という名前で知られる技巧である。密度補正ファ
クター（(373)式）を定数倍すると

1

Γ

(γ′

γ

)
= (1 + β0vx) (374)

となる。これに従って棄却法を検討する。β0vx < 0 の時、
係数は 0 < (1 − |β0vx|) ≤ 1 となるため、粒子を |β0vx|
の確率で棄却して良い。一方、β0vx > 0 の時、係数は
1 ≤ (1 + β0vx) < 2 の値をとる。棄却法の観点からは、全
ての粒子を採用したうえで、|β0vx| の確率で別の粒子を追
加して良いことになる。分布関数がローレンツ変換の方向
に対称である場合、具体的には f(−ux) = f(ux) の場合、
棄却する粒子数と追加すべき粒子数は一致する。そこで、
棄却する粒子の x 成分の符号を反転させて、β0vx > 0 側
に追加してやれば、粒子を棄てる必要がなくなる。一様乱
数 X を用いて

−β0vx > X (375)

のとき、ux → −ux のように符号を反転する。そして、そ
の後でエネルギー・運動量の変換則（(369)式）に従って
u→ u′ を変換すれば良い。この手順を図 29(b)に示した。
また、Sobol 法を用いて生成し、符号反転法でローレンツ
変換した PIC 粒子の分布を図 28 の黒線で示した。この
分布は、粒子数が少ない右方の低密度領域（ux > 200）も
含めて、解析解（赤線）とよく一致していることがわかる。

なお、ここまでの議論は +x 方向のバルク流を仮定して
いたが、任意の方向のバルク速度に対しても議論を適用す
ることができる。バルク速度ベクトルが β0 のときは、

−β0 · v > X (376)

の条件を満たしたときに、粒子速度の β0 に平行な成分を
反転させてやれば良い。[34]

u← u− 2u∥ = u− 2
(β0 · u)β0

β2
0

(377)

XVI. まとめと課題

本稿では、プラズマ物理で扱うさまざまな速度分布関数
の乱数生成方法を紹介した。宇宙空間では、他にも、さま
ざまな軸対象の分布関数が報告されている。[32] これらの
分布関数も、適切な数式モデルが確立されればそれに応じ
た乱数生成法を作ることができるはずである。
本稿で紹介したアルゴリズムは全て、一様乱数、正規乱

数、ガンマ乱数の３タイプの乱数と、簡単なロジックの組
み合わせで構築されている。特に一様乱数・正規乱数は、
スパコンで使う C/Fortran でも容易に使うことができる
うえ、正規乱数は Box–Muller 法で一様乱数から生成する
こともできる。この 2つと比べるとガンマ乱数は、やや馴
染みのない乱数かもしれない。ただ、ガンマ乱数生成ルー
チンが数値計算ライブラリに含まれていることもあるう
え、III C 章で説明したようなガンマ乱数生成器を実装す
ることも難しくない。ガンマ分布にあまり詳しくなかった
方も、表現できる分布関数のバリエーションが一気に広ま
るので、ぜひこの機会にガンマ関数とその周辺の数学を学
ぶことをお勧めする。
ところで最近は、電力あたりの演算性能が高いことか

ら、GPU を汎用演算に利用する GPGPU が HPC の主
流になってきている。多くの GPUは、1つの命令で複数
（NVIDIAは 32、AMDは 64）のスレッドを同時に動かす
SIMT（Single-Instruction Multiple-Threads）計算モデル
を採用している。SIMTモデルは、全スレッドが同じ演算
を実行する場合には都合が良い。しかし、スレッド毎に終
了判定条件が違うループを実行する棄却法や、条件判定に
よって途中でロジックが分岐してしまうアルゴリズムを使
うと、演算効率が悪くなる。そこで今後は、棄却法をなる
べく避けて、SIMTモデルと親和性の高いアルゴリズムが
主流になっていくだろう。例えば正規分布を乱数生成する
にしても、CPUでは Ziggurat 法などの高速な手法が使わ
れてきたが、GPUでは条件分岐しないBox-Muller法が有
力な選択肢になる。ここで問題になるのが、ガンマ乱数で
ある。いま知られているガンマ乱数生成法の大半は、内部
的に棄却法を採用しており、GPUと親和性が悪い。この
こともあってか、GPU 用の数値計算ライブラリ cuRAND,
hipRAND は、一様乱数や正規乱数を生成するサブルーチン
を備えているものの、ガンマ乱数を生成するサブルーチン
を備えていない。そこで今後はガンマ乱数の使い方を再検
討して、SIMTと親和性の高い分布関数生成法を整備する
必要があるだろう。VC章や VIC章で紹介した近似マク
スウェル分布・近似カッパ分布などはこうした新しい試み
の一例である。また、これに限らず、将来の予期せぬ演算
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アーキテクチャの変更に備えて、背景原理が異なる複数の
選択肢を作っておくことも大事である。

XVII. 謝辞

本稿の内容の一部は、九州大学の松清修一氏、北海道大学
の梅田隆行氏との共同研究の成果を含んでいる。XV章は、
文献 [87]の 4章を改訂したものである。科学研究費助成事
業若手研究 (B) 25871054および基盤研究 (C) 17K05673,
(C) 21K03627, (S) 17H06140 の支援に感謝する。

Appendix A: Harris解

本稿で議論した乱数生成法は、速度分布関数のみならず、
プラズマ粒子の位置座標の初期化にも使うことができる。
その一例として、磁気リコネクションの PICシミュレー
ションの初期条件でよく利用する Harris解 [23] のプラズ
マ密度を議論する。この方法は、梅田ら [84, 3.3章]でも
議論されている。Harris解の密度は、空間 z方向（慣習的
に z方向とする）の関数で

f(z) = Ncs cosh
−2

(
z

Lcs

)
(A1)

となる。Ncs と Lcs は中心の電流層のピーク密度と厚みス
ケールで、シミュレーション領域を −Lbox ≤ z ≤ +Lbox

とする。概形を図 30(a) に示す。これは数学的にはロジス
テイック分布に対応する。
粒子の位置をランダムに決めるには逆変換法を使えば

良い。−Lbox から出発して、座標 z までの累積分布関数
CDF(z) は

CDF(z) ≡
∫ z

−Lbox
cosh−2 (z/Lcs) dz∫ +Lbox

−Lbox
cosh−2 (z/Lcs) dz

=
1

2

(
tanh (z/Lcs)

tanh (Lbox/Lcs)
+ 1

)
(A2)

となるから、図30(b)のようにCDFを一様乱数 r ∼ U(0, 1)
と対応させて逆関数から z を求める。

z = CDF−1(r) = Lcsatanh

(
(2r − 1) tanh

(
Lbox

Lcs

))
(A3)

ここで atanh(x) は tanh(x) の逆関数である。

atanh(x) = tanh−1(x) =
1

2

[
log (1 + x)− log (1− x)

]
.

(A4)

ここまでの手順をアルゴリズム形式で再掲すると、次のよ
うになる。

generate r ∼ U(0, 1)
R← (2r − 1) tanh(Lbox/Lcs)
z ← (Lcs/2) {log(1 +R)− log(1−R)}
// z ← Lcsatanh {(2r − 1) tanh(Lbox/Lcs)}
// atanh を使う場合

FIG. 30. (a) Harris解の規格化密度（黒線）とモンテカルロ計
算結果（ヒストグラム）。(b) 累積密度関数。

C 言語の math ライブラリや Fortran（Fortran 2008 以
降）には atanh 関数が入っているので、新しい環境で
は atanh(x) を使って良いだろう。この手順で、Lcs =
1, Lbox = 5のとき、104個の粒子を使ったモンテカルロ計
算の結果を図 30(a) のヒストグラム（青）に示す。
なお、磁気リコネクション研究では、Harris 解を 2次

元に拡張した Fadeev解 [19]を使って磁気島の合体などを
議論することがある。本章の方法を拡張して Fadeev解の
粒子分布を乱数生成することができれば、磁気島研究の基
盤技術になる。腕に覚えのある方はぜひ考えていただき
たい。
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